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C H A P T E R  I 
I n t r o d u c t i o n
1. T h e  f o l l o w i n g  r e p o r t  c o n s i d e r s  c e r t a i n  a s p e c t s  of  t h e  s t a t i s t i c a l  
p r o b l e m s  p r e s e n t e d  b y  t u r b u l e n c e .  A t t e n t i o n  h a s  b e e n  g i v e n  i n  t h e  f i r s t  
p l a c e  t o  c o r r e l a t i o n s  a s  d e f i n i n g  a  s t r u c t u r e  i n  t h e  f i e l d  a n d  t o  t h e i r  i m p o r ­
t a n c e  i n  t h e  p h e n o m e n o n  of  d i f f u s i o n .  I n  a t t e m p t i n g  t o  d e s c r i b e  t h e  s t r u c ­
t u r e  of  t h e  f i e l d  b y  r e s o l v i n g  i t  i n t o  s i m p l e  c o m p o n e n t s ,  w e  a r e  f a c e d  w i t h  
t h e  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  c o m p o n e n t s  a s  e x p r e s s e d  b y  t h e  n o n l i n e a r  f o r m  
of  t h e  h y d r o d y n a m i c  e q u a t i o n s  of  m o t i o n .  A  n u m b e r  of  b a s i c  e f f e c t s  of  
n o n l i n e a r i t y  i n  a  d i s s i p a t i v e  s y s t e m  c a n  b e  s t u d i e d  w i t h  t h e  a i d  of  a  s i m p l i ­
f i e d  m a t h e m a t i c a l  m o d e l .  T h i s  m o d e l  e n a b l e s  u s  t o  i n v e s t i g a t e  v a r i o u s  
p r o b l e m s  c l o s e l y  a n a l o g o u s  t o  c a s e s  of  t u r b u l e n t  f l u i d  m o t i o n  a n d  p r e s e n t s  
s i m i l a r  q u e s t i o n s  r e f e r r i n g  t o  s p e c t r a l  r e s o l u t i o n .  F i n a l l y ,  s o m e  a s p e c t s  
of  t h e  c u r r e n t  s t a t i s t i c a l  t h e o r y  of  i s o t r o p i c  t u r b u l e n c e  h a v e  b e e n  c o m ­
p a r e d  w i t h  r e s u l t s  d e d u c e d  f r o m  t h e  m o d e l .
T h e  p r o b l e m  of  s t a b i l i t y  of  l a m i n a r  m o t i o n  a n d  t h e  r e s i s t a n c e  p r o b ­
l e m s  a p p e a r i n g  w h e n  t u r b u l e n t  f l u i d  f l o w  i s  b o u n d e d  b y  a  w a l l ,  h a v e  b e e n  
l e f t  a s i d e .
I t  i s  d i f f i c u l t  t o  g i v e  a  c l e a r  c u t  d e f i n i t i o n  of  t u r b u l e n c e .  I n  g e n e r a l ,  
w e  s p e a k  of  t u r b u l e n t  f l u i d  m o t i o n  w h e n  t h e  p r e c i s e  f o r m  of  m o t i o n  of  a  
f i e l d  d o e s  n o t  i n t e r e s t  u s  a n d  w e  w a n t  t o  k n o w  c e r t a i n  a v e r a g e  o r  s t a t i s t i ­
c a l  a s p e c t s  of  t h e  m o t i o n  o n l y .  S u c h  a  s i t u a t i o n  p r e s e n t s  i t s e l f  w h e n  t h e  
m o t i o n  i s  of  r a t h e r  i r r e g u l a r  c h a r a c t e r  w h i l e ,  n e v e r t h e l e s s ,  c e r t a i n  
g e n e r a l  f e a t u r e s  r e p e a t  t h e m s e l v e s  a n  i n d e f i n i t e  n u m b e r  of  t i m e s .  O n  
t h e  w h o l e ,  t h e  n o t i o n  of  t u r b u l e n c e  a l s o  p r e s u p p o s e s  t h e  p r e s e n c e  o f  s o m e  
i n t e r n a l  m e c h a n i s m  w h i c h  p r e v e n t s  t h e  i r r e g u l a r i t i e s  f r o m  d y i n g  o u t ,  a t  
l e a s t  f r o m  d y i n g  o u t  r a p i d l y .
A n  i m p o r t a n t  t y p e  i s  t h a t  w h e r e  t h e  a c t u a l  m o t i o n  c a n  b e  c o n s i d e r e d  
a s  f l u c t u a t i n g  a b o u t  a  c e r t a i n  m e a n  s t a t e .  T h e  m e a n  v a l u e  of  a  q u a n t i t y ,  
t a k e n  o v e r  a  c e r t a i n  p e r i o d  of  t i m e ,  t h e n  t e n d s  t o  b e c o m e  i n d e p e n d e n t  of  
t h e  l e n g t h  o f  t h e  p e r i o d  i f  i t  i s  l o n g  e n o u g h  a n d  t h e  m e a n  v a l u e  a l s o  b e ­
c o m e s  i n d e p e n d e n t  of  t h e  i n s t a n t  a t  w h i c h  t h e  p e r i o d  i s  m a d e  t o  b e g i n .
- 2 -
A n o t h e r  t y p e  p r e s e n t s  i t s e l f  w h e n  t h e  c h a r a c t e r  of  t h e  m o t i o n  a p p e a r s  
t o  b e  t h e  s a m e  i n  a  l a r g e  p a r t  o f  t h e  f i e l d ,  s o  t h a t  f r o m  t h e  s t a t i s t i c a l  p o i n t  
of  v i e w  t h e  f i e l d  a p p e a r s  t o  b e  h o m o g e n e o u s .  W e c a n  t h e n  m a k e  u s e  of  
a v e r a g e  v a l u e s  c a l c u l a t e d  o v e r  a  c e r t a i n  d o m a i n  of  t h e  f i e l d .
In  t h e  c a s e  of  f l u i d  m o t i o n  t h r o u g h  a  c y l i n d r i c a l  p i p e  o r  i n  a  c a n a l  of 
c o n s t a n t  c r o s s  s e c t i o n ,  w i t h  c o n s t a n t  m e a n  v e l o c i t y ,  a  c o m b i n a t i o n  of  t h e  
t w o  t y p e s  i s  f o u n d :  a t  e v e r y  p o i n t  of  t h e  f i e l d  t h e  m o t i o n  c a n  b e  c o n s i d e r e d  
a s  s t a t i s t i c a l l y  s t a t i o n a r y ,  w h i l e  a t  a n y  i n s t a n t  t h e  g e n e r a l  s t a t e  of  t h e  f i e l d  
w i l l  b e  t h e  s a m e  o v e r  e v e r y  s e c t i o n  of  t h e  t u b e ,  p r o v i d e d  w e  a r e  f a r  e n o u g h  
a w a y  f r o m  t h e  e n t r a n c e  a n d  f r o m  t h e  e x i t  o f  t h e  t u b e .  I n  s u c h  c a s e s ,  m e a n  
v a l u e s  c a n  b e  t a k e n  e i t h e r  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  a t  a n y  g i v e n  p o i n t ,  o r  a t  a n y  
g i v e n  i n s t a n t  of  t i m e  o v e r  a  s t r a i g h t  l i n e  p a r a l l e l  t o  t h e  a x i s  of  t h e  t u b e .
W e m a y  a l s o  c o m b i n e  t h e  t w o  m e t h o d s  of  a v e r a g i n g .
I n  o t h e r  c a s e s  w e  f i n d  o n l y  a  s t a t i o n a r y  p a t t e r n  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e ,  
b u t  n o  h o m o g e n e i t y  i n  s p a c e .  E x a m p l e s  c a n  b e  f o u n d  i n  m a n y  t y p e s  of  
m a c h i n e r y ,  f o r  i n s t a n c e  w h e n  w e  c o n s i d e r  t h e  s t a t e  of  m o t i o n  i n  a  p u m p  
w o r k i n g  w i t h  c o n s t a n t  s p e e d  of  r o t a t i o n ,  c o n s t a n t  d i s c h a r g e  a n d  c o n s t a n t  
p r e s s u r e  d i f f e r e n c e .
T h e r e  c a n  a l s o  b e  c a s e s  w h e r e  t h e  s t a t e  of  m o t i o n  i s  t h e  s a m e  o v e r  
t h e  w h o l e  f i e l d  ( s o  t h a t  t h e  f i e l d  i s  s t a t i s t i c a l l y  h o m o g e n e o u s ) ,  b u t  w h e r e  
t h e  m o t i o n  g r a d u a l l y  d i e s  ou t )  a n d  c o n s e q u e n t l y  i s  n o t  s t a t i o n a r y  w i t h  
r e s p e c t  t o  t i m e .  I n  t h e s e  c a s e s  s p a c e  a v e r a g e s  m u s t  b e  u s e d .
T h e r e  a r e  m a n y  c a s e s  w h e r e  t h e r e  i s  n e i t h e r  s t a t i o n a r i t y  w i t h  r e -  
s p e c t  t o  t i m e ,  n o r  h o m o g e n e i t y  i n  s p a c e .  I t  m a y  b e ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  
s a m e  s i t u a t i o n  c a n  b e  r e p r o d u c e d  a n  i n d e f i n i t e  n u m b e r  of  t i m e s  b y  r e p e a t -  
i n g  t h e  e x p e r i m e n t  w h i c h  b r o u g h t  i t  a b o u t .  I n  s u c h  a  c a s e  w e  c a n  u s e  a v e r ­
a g e s  d e f i n e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s e r i e s  of  r e p e t i t i o n s  o f  t h e  e x p e r i m e n t .  
S u c h  a v e r a g e s  a r e  d e n o t e d  a s  " e n s e m b l e "  a v e r a g e s ,  s i n c e  t h e y  r e f e r  t o  a n  
e n s e m b l e  of  c a s e s .
2 . T h e  n u m b e r  of  p o s s i b l e  t y p e s  o f  t u r b u l e n t  f l u i d  m o t i o n  i s ,  of  
c o u r s e ,  i n f i n i t e .  E x t e n s i v e  r e s e a r c h  h a s  b e e n  d i r e c t e d  m a i n l y  t o  a  f e w  
g r o u p s  of  t y p e s  o f  s u c h  n a t u r e  t h a t  t h e  m e m b e r s  of  a  s i n g l e  g r o u p  a p p e a r  t o  
b e  r e l a t e d  a m o n g s t  e a c h  o t h e r .
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E x p e r i m e n t a l l y  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  t y p e  of  t u r b u l e n c e  i s  d e r i v e d  f r o m  
t h e  f l u i d  m o t i o n  f o u n d  i n  a  l o n g  c y l i n d r i c a l  t u b e  w i t h  c o n s t a n t  c r o s s  s e c t i o n .  
T h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  of  t h e  f i e l d  a r e  i n d e p e n d e n t  of  b o t h  t h e  i n s t a n t  of  
t i m e  a n d  t h e  c o o r d i n a t e  x  m e a s u r e d  a l o n g  t h e  t u b e ' s  a x i s .  F o r  a  c i r c u l a r  
c y l i n d e r  o n l y ,  t h e s e  s t a t i s t i c s  a r e  s y m m e t r i c  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  a x i s .
I t  w i l l  n o t  b e  n e c e s s a r y  t o  e n u m e r a t e  a l l  t h e  t y p e s  of  t u r b u l e n c e  r e ­
l a t e d  t o  t h e  o n e  m e n t i o n e d ,  s i n c e  t h e s e  a r e  w e l l  k n o w n .  I n  g e n e r a l ,  one  
c a n  c o m b i n e  t h e m  u n d e r  t h e  n a m e  " b o u n d a r y  l a y e r  t u r b u l e n c e " .
T h i s  f o r m  of  t u r b u l e n c e  i s  s t a t i o n a r y  i n  t i m e ,  a n d  s i n c e  t h e r e  i s  
d i s s i p a t i o n  of  e n e r g y  a s  a  c o n s e q u e n c e  of v i s c o u s  f r i c t i o n ,  t h e  m o t i o n  
m u s t  be  m a i n t a i n e d  t h r o u g h  t h e  i n t r o d u c t i o n  of  e n e r g y  f r o m  t h e  o u t s i d e .
In  t h e  c a s e  of t h e  m o t i o n  t h r o u g h  a  t u b e ,  e n e r g y  i s  d e r i v e d  f r o m  th e  
p r e s s u r e  d r o p  i n  t h e  d i r e c t i o n  of  t h e  a x i s  of t h e  t u b e .  C o n n e c t e d  w i t h  t h i s  
c i r c u m s t a n c e  i s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  a r e  n o t  h o m o g e n e o u s  
t h r o u g h o u t  s p a c e :  a l t h o u g h  i n d e p e n d e n t  of  x , t h e y  a r e  d e p e n d e n t  on  t h e  d i s ­
t a n c e  of  a  p o i n t  f r o m  t h e  w a l l .  In  t h e  e n e r g y  r e l a t i o n s  t h i s  d e p e n d e n c e  a p ­
p e a r s  t o  b e  of  e x t r e m e  i m p o r t a n c e .
T u r b u l e n c e ,  h o m o g e n e o u s  o v e r  a  l a r g e  s p a c e ,  h a s  n e v e r  b e e n  r e a l ­
i z e d  i n  a n  e x a c t  w a y .  I t  i s  b e l i e v e d  t h a t  i t  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  s u i t a b l y  
s t i r r i n g  a  f l u i d  i n  a  l a r g e  s p a c e ,  f o r  i n s t a n c e  i n  a  c l o s e d  b o x ,  a n d  t h e n  
l e a v i n g  i t  t o  i t s e l f ,  u n d e r  s u c h  c o n d i t i o n s  t h a t  t h e  d i r e c t  i n f l u e n c e  of  t h e  
b o u n d a r y  of t h e  f i e l d  c a n  b e  n e g l e c t e d  i n  t h e  i n t e r i o r  p a r t  of t h e  b o x .  
H o m o g e n e o u s  t u r b u l e n c e  h a s  b e e n  s t u d i e d  e x t e n s i v e l y  f r o m  t h e  t h e o r e t i c a l  
p o i n t  of  v i e w  b e c a u s e  i t  h a s  s i m p l e r  p r o p e r t i e s  t h a n  n o n h o m o g e n e o u s  f i e l d s  
a n d  i t  i s  m o r e  a m e n a b l e  t o  m a t h e m a t i c a l  a n a l y s i s .  T h e  t h e o r y  g i v e s  a  
n u m b e r  of  r e l a t i o n s  t h a t  a p p e a r  t o  be  a p p l i c a b l e  t o  t h o s e  e x p e r i m e n t a l  
c a s e s  w h i c h  a p p r o x i m a t e  s p a t i a l  h o m o g e n e i t y .
A g a i n ,  a l l  f o r m s  of  h o m o g e n e o u s  t u r b u l e n c e  a r e  c o n s t a n t l y  d i s s i p a t ­
i n g  e n e r g y ,  a n d  s i n c e  t h e  f o r m s  c o n s i d e r e d  h e r e  a r e  n o t  s u p p l i e d  w i t h  
e n e r g y  f r o m  e x t e r i o r  s o u r c e s  ( a f t e r  t h e  i n i t i a l  s t i r r i n g ) ,  t h e  t u r b u l e n c e  
w i l l  d i e  o u t .  T h e  l a w s  g o v e r n i n g  t h i s  d y i n g  o u t  f o r m  o n e  of  t h e  m a i n  
t h e m e s  of  t h e  t h e o r e t i c a l  i n v e s t i g a t i o n .
O n e  c a n  a s k  w h e t h e r  i t  w o u l d  b e  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  f i e l d s  w h i c h  
s i m u l t a n e o u s l y  a r e  h o m o g e n e o u s  i n  s p a c e ,  w i t h  r e s p e c t  t o  a l l  c o o r d i n a t e s
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i n v o l v e d ,  a n d  s t a t i o n a r y  i n  t i m e .  S u c h  f i e l d s  n e e d  t h e  a c t i o n  of  e x t e r i o r  
f o r c e s  i n  o r d e r  t o  m a i n t a i n  t h e  m o t i o n .  I t  w i l l  b e  e v i d e n t ,  h o w e v e r ,  t h a t  
t h e  s p a t i a l  p a t t e r n  o f  t h e s e  f o r c e s  w i l l  i n f l u e n c e  t h e  c h a r a c t e r  of  t h e  t u r b u ­
l e n t  m o t i o n .  H e n c e  h o m o g e n e i t y  c a n  b e  f o u n d  o n l y  w h e n  t h e  s c a l e  of  l e n g t h  
u s e d  i n  o b s e r v a t i o n  i s  s o  l a r g e  t h a t  d e t a i l s  of t h e  f o r c e  d i s t r i b u t i o n  a r e  
e l i m i n a t e d .  S i n c e ,  i n  g e n e r a l ,  on e  w i l l  h a v e  t o  a p p l y  f o r c e s  w h i c h  a r e  
f l u c t u a t i n g  o r  a c t  i n t e r m i t t e n t l y ,  a  s i m i l a r  p r e c a u t i o n  w i l l  b e  n e c e s s a r y  
w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  i n  o r d e r  t h a t  t h e  f i e l d  m a y  b e  c o n s i d e r e d  a s  s t a t i o n a r y .  
I t  s e e m s  d i f f i c u l t  t o  i m a g i n e  a  p r o p e r  e x p e r i m e n t a l  s e t u p  f o r  s u c h  a  c a s e .
O n e  m i g h t ,  p e r h a p s ,  t h i n k  of l i v i n g  b e i n g s ,  s a y  a  s c h o o l  of  f i s h  i n  t h e  s e a ,  
d i s t r i b u t e d  w i t h  c o n s t a n t  a v e r a g e  d e n s i t y  a n d  p l a y i n g  a b o u t  i n  a n  i r r e g u l a r  
w a y  b u t ,  on  t h e  a v e r a g e ,  w i t h  s i m i l a r  c h a r a c t e r  of  m o t i o n  a t  e v e r y  p o i n t .
T h e  m o s t  d i r e c t l y  i n f l u e n c e d  a s p e c t  of  t h e  t u r b u l e n c e  i n  s u c h  a  c a s e  w i l l  
b e  a  t y p e  of  e d d i e s ,  c o m p a r a b l e  i n  e x t e n t  w i t h  t h e  s i z e  a n d  t h e  a v e r a g e  
d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  f i s h ,  a n d  w i t h  p e r i o d s  d e p e n d i n g  on  t h e  m o t i o n  o f  t h e  
f i s h  a n d  o n  b o u n d a r y  l a y e r  p h e n o m e n a  a l o n g  t h e i r  b o d i e s .  F o r  a n  o b s e r v e r  
of  d i m e n s i o n s  s m a l l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f i s h ,  t h e  f i e l d  w i l l  t h e r e f o r e  n o t  b e  
h o m o g e n e o u s .  B u t  w h e n  c o n s i d e r e d  o v e r  d i s t a n c e s  l a r g e  c o m p a r e d  t o  t h e  
m e a n  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  f i s h ,  t h e  f i e l d  w i l l  p r e s e n t  a  h o m o g e n e o u s  p a t -  
t e r n .  O n e  c a n ,  of  c o u r s e ,  r e p l a c e  " f i s h "  b y  a n y  s y s t e m  of f o r c e s .
A  l i s t  of  t y p e s  of  t u r b u l e n c e  w i l l  c o n t a i n  m a n y  m o r e  c a s e s .  A s  a n  e x ­
a m p l e  of  a  m o r e  c o m p l i c a t e d  t y p e  w e  m e n t i o n  c a s e s  w h e r e  t h e r e  i s  a  d o u b l e  
s c a l e  of  m o t i o n s .  I n  t h e  a t m o s p h e r e ,  o r  i n  t h e  o c e a n ,  f i e l d s  c a n  b e  f o u n d  
w h e r e  t h e r e  a r e  s i m u l t a n e o u s l y  p r e s e n t  t w o  f o r m s  of  t u r b u l e n c e ,  on e  l a r g e  
s c a l e ,  t h e  o t h e r  s m a l l  s c a l e ,  w i t h  a  m a r k e d  g a p  i n  b e t w e e n .  T h e  s m a l l  
s c a l e  t u r b u l e n c e  a c t s  a s  a  k i n d  of  e d d y  v i s c o s i t y  f o r  t h e  l a r g e  s c a l e  m o t i o n s .
3. I t  i s  u s e f u l  t o  i n s e r t  t h e  f o l l o w i n g  o b s e r v a t i o n s  c o n c e r n i n g  t h e  
i d e a  of  s t a t i s t i c a l  h o m o g e n e i t y  a n d  t h e  l i m i t a t i o n s  i n v o l v e d  i n  i t .  F o r  s i m ­
p l i c i t y ,  c o n s i d e r  a n  i n f i n i t e  o n e - d i m e n s i o n a l  s e r i e s  of  q u a n t i t i e s  a n  w h e r e  
n  r u n s  f r o m  -  ∞  t o  + ∞  a n d  m a y  r e p r e s e n t  e i t h e r  e q u i d i s t a n t  i n s t a n t s  of  
t i m e  o r  e q u i d i s t a n t  p o i n t s  on  a  l i n e .  T h e  v a l u e s  a n  s h o u l d  f o l l o w  e a c h  o t h e r  
a t  r a n d o m ,  b u t  t h e y  s h o u l d  o s c i l l a t e  a b o u t  a  m e a n  v a l u e  w h i c h  m a y  b e  z e r o .
T o  m a k e  t h e  n o t i o n  m o r e  p r e c i s e ,  w e  i m a g i n e  t h a t  w e  h a v e  n o t  a  
s i n g l e  s e r i e s  of n u m b e r s  n , b u t  a  l a r g e  " e n s e m b l e "  of  i d e n t i c a l  s e r i e s .
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W e  p i c k  o u t  a  p a r t i c u l a r  n u m b e r ,  s a y  t h e  n t h  t e r m ,  a n d  c o n s i d e r  i t s  v a l u e  
f o r  e a c h  s e r i e s  of  t h e  e n s e m b l e .  T h e s e  v a l u e s  c a n  b e  e i t h e r  p o s i t i v e  o r  
n e g a t i v e ,  l a r g e  o r  s m a l l ;  w e  s u p p o s e  t h a t  t h e r e  i s  a  d i s t r i b u t i o n  l a w  o r  
e q u i v a l e n t  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  w h i c h  g o v e r n s  t h e  f r e q u e n c y  of o c c u r r e n c e  
of  e a c h  p a r t i c u l a r  v a l u e .  F o r  i n s t a n c e ,  w e  m a y  t a k e  t h e  c a s e  w h e r e  a n 
c a n  o n l y  h a v e  t h e  v a l u e s  - 1 a n d  + 1 ; i t  c a n  t h e n  b e  t h a t  b o t h  v a l u e s  a r e  
e q u a l l y  p r o b a b l e .  A n o t h e r  c a s e  w o u l d  b e  w h e r e  a n  c a n  t a k e  a l l  p o s i t i v e  
a n d  n e g a t i v e  v a l u e s ,  d i s t r i b u t e d  a c c o r d i n g  t o  a  G a u s s i a n  f u n c t i o n .  M a n y  
o t h e r  c a s e s  c a n  b e  i m a g i n e d .
W e n o w  s a y  t h a t  t h e  s y s t e m  i s  h o m o g e n e o u s  w h e n  t h e  p r o b a b i l i t y  
f u n c t i o n  i s  i n d e p e n d e n t  of  n  i t s e l f ,  s o  t h a t  i t  i s  t h e  s a m e  e v e r y w h e r e  i n  
a  s e r i e s ,  w h e t h e r  w e  c o n s i d e r  v a l u e s  of  n  t o  t h e  l e f t  o r  t o  t h e  r i g h t  of  
t h e  o r i g i n ,  o r  a t  a n y  a r b i t r a r y  d i s t a n c e  f r o m  i t .
T h e  i d e a  c a n  b e  g e n e r a l i z e d .  I t  m a y  b e  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  of a n 
h a v i n g  s o m e  s p e c i f i e d  v a l u e  i s  d e p e n d e n t  o n  t h e  s i m u l t a n e o u s  v a l u e s  of 
a n - 1  o r  a n + 1 , o r  on  t h e a ' s  a t  m o r e  p o i n t s  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d .  In  
s u c h  a  c a s e  t h e r e  e x i s t s  a  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  v a l u e s .  W e c a n  
t h e n  a g a i n  o b t a i n  a  s t a t i s t i c a l l y  h o m o g e n e o u s  s y s t e m  i f  t h e s e  c o r r e l a t i o n s  
a r e  t h e  s a m e  f o r  a n y  v a l u e  of  n . T h i s  c a n  b e  e x p r e s s e d  m a t h e m a t i c a l l y  
b y  s a y i n g  t h e  c o r r e l a t i o n s  a r e  i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  s h i f t s  a l o n g  t h e  
a x i s  of  n .
C o m i n g  b a c k  t o  t h e  c a s e  w i t h o u t  c o r r e l a t i o n s  ( w h i c h  i s  t h e  m o r e  
s i m p l e  o n e ) ,  t h e  " e n s e m b l e  m e a n  v a l u e "  of a n  w i l l  b e  i n d e p e n d e n t  of  n . 
T h i s  c a n  b e  s e e n  e a s i l y  b o t h  i n  t h e  c a s e  w h e r e  o n l y  t h e  v a l u e s  - 1 a n d  + 1
o c c u r ,  a n d  i n  t h e  c a s e  of  t h e  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n .  In  t h e s e  t w o  c a s e s  t h e  
m e a n  v a l u e  w i l l  b e  z e r o ,  h o w e v e r ,  i t  i s  a l s o  t r u e  w h e n e v e r  t h e  p r o b a b i l i t y  
f u n c t i o n  i s  i n d e p e n d e n t  of  n . W e  w i l l  c o n s e q u e n t l y  e x p e c t  t h a t  w h e n ,  i n  a  
s i n g l e  s e r i e s ,  w e  c o n s i d e r  t h e  v a l u e s  of  a n  f o r  a  l a r g e  n u m b e r  N  of  
c o n s e c u t i v e  p o i n t s ,  t h e  m e a n  v a l u e  f o r  t h i s  g r o u p  w i l l  b e  z e r o  l i k e w i s e ,  
w i t h  a n  e r r o r  w h i c h  d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  N a n d  w h i c h  m u s t  a p p r o a c h  
z e r o  i f  N  i s  i n c r e a s e d  w i t h o u t  l i m i t .  T h i s  r e s u l t  w i l l  b e  a p p l i c a b l e  i n d e ­
p e n d e n t l y  of  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  of t h e  g r o u p  o f  N  c o n s e c u t i v e  p o i n t s .
T h e  a p p l i c a t i o n  of  p r o b a b i l i t y  t h e o r y  e n a b l e s  u s  t o  p r o v e  t h a t  t h e  e n ­
s e m b l e  m e a n  v a l u e  f o r  a n y  g r o u p  of  N c o n s e c u t i v e  p o i n t s  w i l l  b e  z e r o .
I t  a l s o  e n a b l e s  u s  t o  c a l c u l a t e  t h e  m e a n  d e v i a t i o n  t o  b e  e x p e c t e d  i n  a n y
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i n d i v i d u a l  g r o u p ,  b u t  i t  c a n n o t  g i v e  a b s o l u t e  c e r t a i n t y ,  f o r  w e  c a n  i m a g i n e  
t h a t  i n  a  g r o u p  of  N  c o n s e c u t i v e  p o i n t s  a l l  v a l u e s  of  a n w i l l  b e  + 1 , a n d  i n  
a n  i n f i n i t e  s e t  of  p o s s i b i l i t i e s  s u c h  a  c a s e  n e c e s s a r i l y  m u s t  s o m e t i m e s  o c c u r .  
T h e  p r o b a b i l i t y  of  s u c h  a n  e v e n t  i s  s m a l l  a n d  d e c r e a s e s  r a p i d l y  w i t h  i n c r e a s ­
i n g  N.  I n  t h e  e x a m p l e  r e f e r r i n g  to  t h e  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n  a n  e x c e p t i o n a l l y  
l a r g e  v a l u e  o f  a n  c a n  o c c u r  i n  a  g r o u p  a n d  m a y  s p o i l  t h e  m e a n  f o r  t h a t  g r o u p .  
Of  c o u r s e ,  c a s e s  a r e  a l s o  p o s s i b l e  w h e r e  a n  i s  l i m i t e d ,  s o  t h a t  v e r y  l a r g e  
v a l u e s  w i l l  n o t  o c c u r ,  o r  w h e r e  l o n g  r u n s  o f  v a l u e s  of  t h e  s a m e  s i g n  a r e  e x ­
c l u d e d .
N e v e r t h e l e s s ,  t h e  o c c u r r e n c e  of  " a b n o r m a l "  c a s e s  w i l l  n o t  a f f e c t  t h e  
s t a t i s t i c a l  h o m o g e n e i t y  of  t h e  s y s t e m ,  s i n c e  i t  i s  i n d e p e n d e n t  of  t h e  s i t u a t i o n  
of  t h e  g r o u p  o f  N p o i n t s  c o n s i d e r e d ,  w h e t h e r  t h e y  a r e  t o  t h e  l e f t  o r  t o  t h e  
r i g h t  of  t h e  o r i g i n ,  o r  n e a r b y  o r  f a r  d i s t a n t .
W h e n  w e  t u r n  f r o m  t h e  a b s t r a c t  m a t h e m a t i c a l  a s p e c t  of  t h e  p r o b l e m  to  
m o r e  c o n c r e t e  c a s e s ,  p h y s i c a l  e f f e c t s  c a n  b e  c o n n e c t e d  i n  s o m e  w a y  w i t h  t h e  
v a l u e s  of  a n . T w o  c a s e s  c a n  b e  d i s t i n g u i s h e d .  T h e  p h y s i c a l  p r o c e s s  m a y  be  
o f  s u c h  a  n a t u r e  t h a t  i t  t e n d s  t o  s m o o t h  o u t  d i f f e r e n c e s ;  t h i s  i s  t h e  c a s e  f o r  
i n s t a n c e  w i t h  d i f f u s i o n ,  c o n d u c t i o n  of  h e a t ,  e t c .  T h e  r a r e  o c c u r r e n c e  of  e x ­
c e p t i o n a l  s e q u e n c e s  w i l l  t h e n  n o t  g r e a t l y  a f f e c t  t h e  p h y s i c a l  r e s u l t  a n d  w i l l  
u s u a l l y  t e n d  t o w a r d s  b e c o m i n g  i n o b s e r v a b l e  i n  i t ;  b u t  t h e r e  a r e  a l s o  p h y s i c a l  
p r o c e s s e s  w h e r e  t h e  i n f l u e n c e  of  e x c e p t i o n a l  s i t u a t i o n s  i s  n o t  s m o o t h e d  o u t  
a n d  w h e r e  i t  c a n  b e  f e l t  v e r y  m a r k e d l y .  F o r  i n s t a n c e ,  l e t  u s  a s s u m e  t h a t  t h e  
v a l u e s  a n  a r e  n o t  q u a n t i t i e s  a t  f i x e d  p o i n t s  b u t  r e p r e s e n t  m o v a b l e  f o r c e  c e n ­
t e r s  of  s u c h  n a t u r e  t h a t  c e n t e r s  of  t h e  s a m e  s i g n  a t t r a c t  e a c h  o t h e r .  T h e  
e x c e p t i o n a l  o c c u r r e n c e  of  a  s e q u e n c e  of  a l l  p o s i t i v e  a n  w i l l  t h e n  m e a n  a  
p o w e r f u l  a t t r a c t i v e  g r o u p  w h i c h  w i l l  c o n t r a c t  i t s e l f  a n d  w h i c h  a t t r a c t s  m o r e  
a n d  m o r e  o t h e r  p o s i t i v e  c e n t e r s  t o w a r d s  i t .  H e n c e ,  i t  w i l l  b e c o m e  v e r y  i n ­
f l u e n t i a l  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  u l t i m a t e  s h a p e  of  t h e  s y s t e m .  I t s  i n f l u e n c e  c a n  
b e  b r o k e n  o n l y  i f  s o m e w h e r e  t h e r e  o c c u r s  a  l a r g e r  s e q u e n c e  of  p o s i t i v e  a n , 
w h i c h  i n  i t s  t u r n  c o u l d  be  o v e r c o m e  o n l y  b y  a  s t i l l  l a r g e r  o n e .  I n  s u c h  a  c a s e  
t h e  v e r y  r a r e  o c c u r r e n c e  of  a n  e x c e p t i o n a l  s e q u e n c e  c a n  b e c o m e  v e r y  e f f e c ­
t i v e .  S i n c e  i n  a n  i n f i n i t e  s e r i e s  w e  m u s t  e x p e c t  t h a t  s u c h  s e q u e n c e s  c a n  t u r n  
u p  a n y w h e r e ,  w i t h o u t  p r e f e r e n c e  f o r  a  d e f i n i t e  v a l u e  of  n , t h e  s t a t i s t i c a l  
h o m o g e n e i t y  of  t h e  s y s t e m  i s  n o t  l o s t ,  a l t h o u g h  t h e  r e s u l t i n g  f i e l d  m a y  l o o k  
i n h o m o g e n e o u s  o v e r  l a r g e  d i s t a n c e s .
I t  i s  n o w  of  i m p o r t a n c e  t o  o b s e r v e  t h a t  p h e n o m e n a  of  t u r b u l e n c e ,  
w h i c h  t o  a  l a r g e  e x t e n t  d e p e n d  o n  n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  h a v e
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p r o p e r t i e s  w h ic h  b r i n g  th e m  in to  th e  s e c o n d  c a t e g o r y  r a t h e r  th a n  in to  th e  
f i r s t  o n e .  A n  i n s t r u c t i v e  e x a m p le  i s  th e  d e v e l o p m e n t  of a  s in g le  s e r i e s  of 
p a r a l l e l  v o r t i c e s  of e q u a l  s t r e n g t h ,  s u c h  a s  a r e  c o n s i d e r e d  in  th e  i n v e s t i ­
g a t io n  of t w o - d i m e n s i o n a l  f i e l d s  of f lu id  m o t io n .  If th e  v o r t i c e s  a r e  s t r i c t l y  
in  one l i n e ,  w i th  e x a c t l y  c o n s t a n t  s p a c i n g  a n d  w i th  e x a c t l y  e q u a l  s t r e n g t h s ,  
n o th in g  w i l l  h a p p e n ,  b u t  th e  s l i g h t e s t  i r r e g u l a r i t y  w i l l  b e c o m e  th e  s t a r t i n g  
p o in t  f o r  a  r e a r r a n g e m e n t ,  a n d  i f  s o m e w h e r e  t h e r e  w o u ld  be fo u n d  a  g r o u p  
of v o r t i c e s  a l l  h a v in g  a  s t r e n g t h  s o m e w h a t  in  e x c e s s ,  o r  w i th  a  s p a c in g  
s o m e w h a t  s m a l l e r  t h a n  th e  n o r m a l  o n e ,  t h i s  g r o u p  w i l l  be  d e t e r m i n a t i v e  
f o r  th e  d e v e l o p m e n t .  I t s  in f lu e n c e  c o u ld  o n ly  be o v e r c o m e  by  th e  e f f e c t  of 
a  s t i l l  l a r g e r  g r o u p  of a b n o r m a l  s t r u c t u r e ,  a n d  s o  on.
4 .  T h e  ty p e  of f i e l d  w h ic h  h a s  b e e n  u s e d  v e r y  e x t e n s i v e l y  f o r  i n ­
v e s t i g a t i o n s  c o n c e r n i n g  a p p r o x i m a t e l y  h o m o g e n e o u s ,  d e c a y in g  t u r b u l e n c e ,  
i s  th e  g r i d - p r o d u c e d  w i n d - tu n n e l  t u r b u l e n c e .  H e r e  w e a r e  c o n c e r n e d  w i th  
a  ty p e  of t u r b u l e n c e  p r o d u c e d  b y  e x t e r i o r  f o r c e s ,  th e  a c t i o n  of w h ic h  h a s  
a  s t a t i o n a r y  c h a r a c t e r  in  t i m e .  T h e  f i e l d  o b ta in e d  i s  l i k e w is e  s t a t i o n a r y  in  
t i m e ,  b u t  i t s  d i s t r i b u t i o n  in  s p a c e  i s  n o t  h o m o g e n e o u s .  T o  b r i n g  t h i s  c a s e  
in to  s o m e  p e r s p e c t i v e  w i th  r e s p e c t  to  the  o t h e r  o n e s ,  we d e s c r i b e  i t  a s  
f o l lo w s :  we c o n s i d e r  th e  f i e l d  of m o t io n  in  th e  e n t r a n c e  p a r t  of a  l a r g e  
tu b e .  I t  i s  k now n  th a t  by th e  u s e  of p r o p e r  d e v i c e s  th e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  
of th e  in c o m in g  c u r r e n t  c a n  be  m a d e  h o m o g e n e o u s  a n d  i t s  t u r b u l e n c e  c a n  
be  r e d u c e d  to  a b o u t  0 .0 1 % ,  w h i le  b o u n d a r y  tu r b u l e n c e  w h ic h  m a k e s  i t s  a p ­
p e a r a n c e  a t  the  w a l l s ,  d o e s  n o t  p e n e t r a t e  to  the  i n t e r i o r  u n t i l  one i s  f a r  
d o w n s t r e a m  f r o m  th e  e n t r a n c e .  In  th e  a p p r o x i m a t e l y  h o m o g e n e o u s  a n d  
r e g u l a r  e n t r a n c e  c u r r e n t  a  s c r e e n  o r  g r i d  i s  i n t r o d u c e d ,  w i th  a  m e s h  s i z e  
s m a l l  in  c o m p a r i s o n  w i th  the  c r o s s  s e c t i o n  of th e  c u r r e n t .  T h i s  s c r e e n  
p r o d u c e s  t u r b u l e n c e ,  a n d  th e  e d d i e s  f o r m e d  a r e  c a r r i e d  a lo n g  by  th e  m e a n  
m o t i o n  a n d  g r a d u a l l y  d ie  ou t .  W hen  w e i n t r o d u c e  c o o r d i n a t e s ,  x  in  the  
d i r e c t i o n  of th e  m a i n  m o t io n ,  y  a n d  z  p a r a l l e l  to  th e  p la n e  of th e  s c r e e n ,  
th e  a v e r a g e  s t a t e  of m o t io n  a t  a n y  p o in t  w i l l  be  s t a t i o n a r y  w i th  r e s p e c t  to  
t i m e ;  th e  m o t io n  w i l l  d e p e n d  g r e a t l y  u p o n  y a n d  z  n e a r  th e  s c r e e n ,  b u t  i t s  
a v e r a g e  p a t t e r n  w i l l  b e c o m e  m o r e  a n d  m o r e  in d e p e n d e n t  of y a n d  z  f u r t h e r  
d o w n s t r e a m .  T h e  m o t io n  w i l l  c h a n g e  g r a d u a l l y  w i th  x , b u t  th e  c h a n g e  m a y  
be so  g r a d u a l  t h a t  o v e r  r e s t r i c t e d  d i s t a n c e s  w e m a y  c o n s i d e r  th e  m o t io n  a s  
b e in g  h o m o g e n e o u s  w i th  r e s p e c t  to  a l l  t h r e e  c o o r d i n a t e s .  I t  i s  e x p e c t e d
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t h a t  t h e  s t a t i s t i c a l  c h a r a c t e r  of  t h e  t u r b u l e n c e  t h e n  w i l l  a l s o  b e c o m e  i s o ­
t r o p i c .
T h e  t y p e  of  t u r b u l e n c e  o b t a i n e d  i n  t h i s  c a s e  i s  v e r y  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  
o b t a i n e d  i n  a  c y l i n d r i c a l  t u b e  w h e n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t u r b u l e n c e  h a s  p e n e ­
t r a t e d  s o  f a r  i n t o  t h e  i n t e r i o r  t h a t  a  p a t t e r n  of  m o t i o n  r e s u l t s  w h i c h  h a s  b e ­
c o m e  i n d e p e n d e n t  of  x .
N e v e r t h e l e s s ,  i t  i s  b e l i e v e d  t h a t  c e r t a i n  c h a r a c t e r i s t i c s  of  h o m o g e n e ­
o u s ,  i s o t r o p i c  t u r b u l e n c e  w i l l  b e  f o u n d  i n  o t h e r  f o r m s  of  t u r b u l e n c e .  T h e  
t u r b u l e n c e  f o u n d  i n  a  t u b e  i s  on e  s u c h  f o r m ,  p r o v i d e d  o n e ' s  a t t e n t i o n  i s  r e ­
s t r i c t e d  t o  t h e  s m a l l  s c a l e  m o t i o n .  O n e  of  t h e  b a s i c  p r o b l e m s  i n  t u r b u l e n c e  
t h e o r y  i s  t o  d e t e r m i n e  w h e n  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  of  h o m o g e n e i t y  a n d  
i s o t r o p y  a r e  a p p l i c a b l e .
5 .  I n  t h e  g r e a t e r  p a r t  of  t h e  t h e o r e t i c a l  i n v e s t i g a t i o n s  o n  t u r b u l e n c e  
t h e  f l u i d  i s  c o n s i d e r e d  t o  b e  i n c o m p r e s s i b l e .  T h e  t y p e s  of  m o t i o n  p o s s i b l e  
a r e ,  c o n s e q u e n t l y ,  p o t e n t i a l  m o t i o n  s a t i s f y i n g  t h e  o r d i n a r y  L a p l a c e  e q u a -  
t i o n  a n d  i n c o m p r e s s i b l e  v o r t e x  f l o w .
C a s e s  w h e r e  c h a n g e s  of v o l u m e  o r  d e n s i t y  a p p e a r  a r e  b e g i n n i n g  to  
a t t r a c t  a t t e n t i o n .  O n e  c a s e  i s  t h a t  of a  b o i l i n g  l i q u i d .  I n  t h e  f i r s t  p l a c e ,  
w e  c a n  i m a g i n e  a  f i e l d  i n  w h i c h  a  g r e a t  n u m b e r  of  b u b b l e s  a r e  b e i n g  
f o r m e d  a n d  a r e  d i s a p p e a r i n g  a g a i n ,  i n  t h e  a b s e n c e  of  i m p o s e d  c u r r e n t s .
T h e  a p p e a r a n c e  a n d  d i s a p p e a r a n c e  of  b u b b l e s  i s  a s s u m e d  t o  o c c u r  i n  a  
r a n d o m  w a y ;  t h e  m o t i o n s  p r o d u c e d  w i l l  b e  o f  t h e  t y p e  of  t h o s e  p r o d u c e d  
b y  s o u r c e s  a n d  s i n k s  d i s t r i b u t e d  i r r e g u l a r l y  o v e r  t h e  f i e l d .  O n e  w o u l d  
f i n d  h e r e  a  t y p e  of  t u r b u l e n c e  w h o l l y  o f  " p o t e n t i a l "  ( i r r o t a t i o n a l )  n a t u r e ,  
t h o u g h  w i t h  a  p o t e n t i a l  n o t  s a t i s f y i n g  t h e  o r d i n a r y  L a p l a c e  e q u a t i o n .
A  s e c o n d  c a s e  i s  t h a t  w h e r e  c u r r e n t s  a r e  i m p o s e d  u p o n  t h e  f i e l d .  I n  
s u c h  a  c a s e  t h e  f r e q u e n c y  o f  a p p e a r a n c e  o r  d i s a p p e a r a n c e  o f  b u b b l e s  u s u a l -  
l y  w i l l  b e  a  f u n c t i o n  o f  a  c o o r d i n a t e ,  s ,  m e a s u r e d  in  t h e  d i r e c t i o n  of  t h e  
m e a n  f l o w .  W e t h e n  c o m e  t o  t h e  t y p e  of p r o b l e m  w h i c h  i s  of  i m p o r t a n c e  i n  
t h e  s t u d y  of f l o w  w i t h  c a v i t a t i o n .
I t  i s  p r o b a b l e  t h a t ,  a l t h o u g h  i n  t h e s e  c a s e s  w e  m a y  h a v e  f i e l d s  w i t h ­
o u t  r o t a t i o n ,  t h e r e  i s  s t i l l  l o s s  of  e n e r g y  t h r o u g h  v i s c o s i t y .  O t h e r  s o u r c e s  
of  d i s s i p a t i o n  w o u l d  b e  t h e r m o d y n a m i c a l  t h r o u g h  s o m e  i r r e v e r s i b i l i t y  i n
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t h e  p r o c e s s e s  of  e v a p o r a t i o n  a n d  d i s s i p a t i o n ,  t h r o u g h  h e a t  c o n d u c t i o n ,  o r  
b y  m e a n s  of  s o u n d  w a v e s ,  w h e n  t h e  c o m p r e s s i b i l i t y  of  t h e  l i q u i d  i s  t a k e n  
i n t o  a c c o u n t .
W h e n  c o m p r e s s i b i l i t y  of  t h e  f l u i d  b e c o m e s  of  g r e a t  i n f l u e n c e ,  a l l  
p r e s s u r e  c h a n g e s  w i l l  s e t  u p  a c o u s t i c a l  w a v e s .  P a r t  of  t h e  e n e r g y  of  t h e  
f i e l d  i s  i n  t h e  f o r m  of  w a v e  m o t i o n  a n d  p a r t  i n  t h e  f o r m  of  e d d i e s .  W h e n  
t h e  f i e l d  i s  n o t  h o m o g e n e o u s  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  h a v e  t o  b e  t a k e n  i n t o  
a c c o u n t ,  t h e r e  m a y  b e  o u t f l o w  of  b o t h  t y p e s  of  e n e r g y .  S u c h  f o r m s  of 
t u r b u l e n c e  w i l l  b e  of  i m p o r t a n c e  i n  h i g h  v e l o c i t y  b o u n d a r y  f l o w  a n d  a l s o  
i n  p r o b l e m s  r e f e r r i n g  t o  s t e l l a r  a t m o s p h e r e s  o r  t o  i n t e r s t e l l a r  g a s .
F i n a l l y ,  t h e r e  a r e  f o r m s  of  t u r b u l e n c e  i n  w h i c h  e l e c t r o m a g n e t i c  
f o r c e s  p l a y  a  p a r t  a n d  i n f l u e n c e  t h e  d i s s i p a t i o n .
6.  I t  i s  n e c e s s a r y  t o  g i v e  s o m e  a t t e n t i o n  to  t h e  p r o b l e m  of  h o w  f a r  
o n e  s h o u l d  c o n s i d e r  t u r b u l e n c e  a s  b e i n g  " s t i m u l a t e d "  b y  e x t e r i o r  f o r c e s  o r  
r a t h e r  a s  a  " s p o n t a n e o u s "  p h e n o m e n o n .  I n  c e r t a i n  c a s e s  i t  l o o k s  a s  i f  w e  
m u s t  c o n s i d e r  t h e  t u r b u l e n c e  a s  b e i n g  s t i m u l a t e d .  T h i s  w a s  t h e  c a s e  w h e n  
w e  c o n s i d e r e d  t h e  f i s h ;  a l s o  t h e  p r o d u c t i o n  of  t u r b u l e n c e  i n  a  w i n d  t u n n e l  
b y  m e a n s  of  a  g r i d  c a n  be  b r o u g h t  u n d e r  t h i s  h e a d i n g .  We c a n  t h e n  a s s u m e  
t h a t  t h e  i r r e g u l a r  a n d  f l u c t u a t i n g  c h a r a c t e r  of  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n s  i s  p r i -  
m a r i l y  a  c o n s e q u e n c e  of  t h e  r a n d o m n e s s  of  t h e  f o r c e s .  A  d i f f e r e n t  c a s e  
i s  p r e s e n t e d  b y  t u r b u l e n c e  i n  t h e  f l o w  t h r o u g h  a  t u b e  a n d  g e n e r a l l y  w i t h  
b o u n d a r y  l a y e r  t u r b u l e n c e .  T h e  e x t e r i o r  f o r c e  d r i v i n g  t h e  f l o w ,  i n  t h e  
c a s e  o f  m o t i o n  t h r o u g h  a  t u b e ,  i . e . , t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t ,  c a n  p r o d u c e  a  
c o m p l e t e l y  r e g u l a r  m o t i o n ,  t h e  s o - c a l l e d  l a m i n a r  o r  P o i s e u i l l e f l o w .  T h e  
f a c t  t h a t  a c t u a l l y  i r r e g u l a r  f l o w  i s  o b t a i n e d  ( p r o v i d e d  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  
f o r  t h e  c a s e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  e x c e e d s  a  c e r t a i n  c r i t i c a l  v a l u e ) ,  i s  a  
c o n s e q u e n c e  of  a n  i n h e r e n t  i n s t a b i l i t y  of t h e  l a m i n a r  f l o w  a t  h i g h  R e y n o l d s  
n u m b e r s .  S l i g h t  d e v i a t i o n s  f r o m  t h e  m a t h e m a t i c a l l y  e x a c t  p a t t e r n  c a n  
t h e n  l e a d  t o  a  c o m p l e t e  c h a n g e  o f  t h e  w h o l e  f i e l d .  I n  s u c h  a  c a s e  o n e  c a n  
s p e a k  of  " s p o n t a n e o u s "  a p p e a r a n c e  of  t u r b u l e n c e .
W h e n  w e  a t t e m p t  t o  l o o k  m o r e  c l o s e l y  i n t o  t h e  t w o  c a s e s ,  w e  o b s e r v e  
t h a t  i n  b o t h  i t  i s  u s e f u l  t o  d e s c r i b e  t h e  a c t u a l  s t a t e  of  t h e  f i e l d  a t  a n y  m o ­
m e n t  a s  a  s u p e r p o s i t i o n  of  e l e m e n t a r y  t y p e s  of  m o t i o n ,  a s  c a n  b e  d o n e ,  
f o r  i n s t a n c e , b y  m e a n s  of F o u r i e r  s e r i e s  o r  F o u r i e r  i n t e g r a l s .  ( A n y  o t h e r
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s y s t e m  of n o r m a l i z e d  s o l u t i o n s  of  a  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  c o u l d  s e r v e  
t h e  s a m e  p u r p o s e . )  I t  i s  a l w a y s  p o s s i b l e ,  a t  a n y  g i v e n  i n s t a n t ,  t o  o b t a i n  
s u c h  a  r e s u l u t i o n  of  t h e  f i e l d .  W h e n  t h e  a n a l y s i s  i s  r e p e a t e d  a t  a n o t h e r  i n -  
s t a n t ,  w e  o b t a i n  o t h e r  v a l u e s  f o r  t h e  a m p l i t u d e s  a n d  w e  c a n  d e s c r i b e  t h e  
h i s t o r y  of  t h e  f i e l d  b y  m e a n s  of t h e  t i m e  d e p e n d e n c e  of  t h e  v a r i o u s  a m p l i ­
t u d e s .
I n  t h o s e  m e c h a n i c a l  s y s t e m s ,  t h e  b e h a v i o r  of  w h i c h  i s  g o v e r n e d  by  l i n ­
e a r  e q u a t i o n s ,  a  f o r m  of  r e s o l u t i o n  c a n  b e  f o u n d  i n  w h i c h  a l l  t h e  c o m p o n e n t s  
a r e  c o m p l e t e l y  i n d e p e n d e n t  of  e a c h  o t h e r .  T h e  t i m e  d e p e n d e n c e  o f  e a c h  
a m p l i t u d e  i s  t h e n  d e t e r m i n e d  b y  a n  e q u a t i o n  i n  w h i c h  t h e  o t h e r  a m p l i t u d e s  do  
n o t  e n t e r ;  e a c h  a m p l i t u d e  c o n s e q u e n t l y  f o l l o w s  i t s  o w n  c o u r s e .  T h i s  c o u r s e  
w i l l  d e p e n d  o n  t h e  w a y  i n  w h i c h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o m p o n e n t  h a s  b e e n  s t i m u ­
l a t e d  o r  i s  m a i n t a i n e d  b y  a n  i n f l u e n c e  d e r i v i n g  f r o m  e x t e r i o r  f o r c e s ;  i t  m a y  
g r o w  o r  d e c a y ,  a n d  i t  m a y  b e  s t i m u l a t e d  r e p e a t e d l y ,  b u t  i t  i s  a l w a y s  i n d e ­
p e n d e n t  o f  i t s  c o m p a n i o n s .  W e c a n n o t  p r o p e r l y  s p e a k  of  t u r b u l e n c e  i n  s u c h  
a  s y s t e m ;  i f  t h e  a g g r e g a t e  e f f e c t  o f  a l l  c o m p o n e n t s  l o o k s  r a t h e r  t u r b u l e n t ,  
t h i s  t u r b u l e n c e  i s  f u l l y  d e p e n d e n t  o n  t h e  w a y  i n  w h i c h  t h e  s y s t e m  h a s  b e e n  
s t i m u l a t e d .
I n  t h e  c a s e  of  s y s t e m s  g o v e r n e d  by  n o n l i n e a r  e q u a t i o n s ,  s u c h  a  r e s u l u -  
t i o n  i n t o  i n d e p e n d e n t  c o m p o n e n t s  i s  i m p o s s i b l e .  E v e r y  m e t h o d  of  r e s o l u t i o n  
g i v e s  a  s e r i e s  of  c o m p o n e n t s  w h o s e  e q u a t i o n s  of  m o t i o n  a r e  i n t e r r e l a t e d  i n  
s u c h  a  w a y  t h a t  t h e y  c a n n o t  b e  s e p a r a t e d .  H e n c e ,  e v e r y  c o m p o n e n t  i s  c o u p l e d  
w i t h  a l l  o t h e r s .  I f  a t  s o m e  i n i t i a l  i n s t a n t  o n l y  o n e ,  o r  a  f e w  c o m p o n e n t s  a r e  
e x c i t e d ,  o t h e r  c o m p o n e n t s  w i l l  a p p e a r  s o o n  a f t e r w a r d s .  I n  g e n e r a l ,  w e  c a n  
e x p e c t  t h a t  a l w a y s  t h e  w h o l e  s p e c t r u m  w i l l  a r i s e .  T h i s  i s  t h e  c a s e  f o r  t h o s e  
h y d r o d y n a m i c a l  s y s t e m s  w h e r e  t u r b u l e n c e  h a s  b e e n  o b s e r v e d .
T h e  p r o b l e m  of  m a k i n g  a  d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  " s t i m u l a t e d "  a n d  " s p o n -  
t a n e o u s "  t u r b u l e n c e  n o w  c a n  b e  f o r m u l a t e d  i n  a  d i f f e r e n t  w a y :  w e  c a n  a s k  
w h e t h e r  t h e  r e s u l t i n g  t u r b u l e n t  m o t i o n  l a r g e l y  r e f l e c t s  f e a t u r e s  p r e s e n t  i n  
t h e  s y s t e m  of s t i m u l a t i n g  f o r c e s ,  o r  w h e t h e r  i t  i s  n e a r l y  i n d e p e n d e n t  of  i t .
7 .  S i n c e  t h e  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  c o m p o n e n t s  o f  a  t u r b u l e n t  
m o t i o n  d e p e n d s  o n  t e r m s  of  t h e  s e c o n d  d e g r e e  i n  t h e  a m p l i t u d e s ,  i t  i s  v e r y  
w e a k  s o  l o n g  a s  a l l  a m p l i t u d e s  a r e  v e r y  s m a l l .  I f  w e  n e g l e c t  t h e  c o u p l i n g  
f o r  v e r y  s m a l l  a m p l i t u d e s ,  w e  o b t a i n  l i n e a r  e q u a t i o n s  i n  w h i c h  t h e  c o m p o ­
n e n t s  a r e  i n d e p e n d e n t  of  e a c h  o t h e r .  T h e s e  e q u a t i o n s  e n a b l e  u s  t o  f i n d  t h e
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d e v e l o p m e n t  of  e a c h  s e p a r a t e  c o m p o n e n t ,  o n c e  i t  h a s  b e e n  s t i m u l a t e d .  N o w  
a  d i f f e r e n c e  c a n  b e  o b s e r v e d  b e t w e e n  t w o  c l a s s e s  of s y s t e m s :  i n  o n e  c l a s s  
e v e r y  c o m p o n e n t ,  a f t e r  h a v i n g  b e e n  s t i m u l a t e d ,  g o e s  t h r o u g h  a  c e r t a i n  h i s ­
t o r y  w h i c h  u l t i m a t e l y  e n d s  w i t h  d e c a y ;  i n  t h e  o t h e r  c l a s s  i t  i s  f o u n d  t h a t  
t h e  c o m p o n e n t s  c a n  p i c k  u p  e n e r g y  f r o m  e x t e r i o r  s o u r c e s  a n d  t h a t  w i t h  a  
c e r t a i n  n u m b e r  of  c o m p o n e n t s  t h i s  t a k e s  p l a c e  t o  s u c h  a  d e g r e e  t h a t  t h e s e  
c o m p o n e n t s  w i l l  i n c r e a s e  e x p o n e n t i a l l y .  I t  i s  t h e  l a t t e r  c a s e  w h i c h  p r e ­
s e n t s  i t s e l f  w i t h  p i p e  f l o w .  H e r e  t h e  c o m p o n e n t s  of  t u r b u l e n c e  c a n  t a k e  up  
e n e r g y  f r o m  t h e  m e a n  m o t i o n  ( w h i c h  i n  i t s e l f  i s  m a i n t a i n e d  b y  t h e  p r e s s u r e  
g r a d i e n t ) ,  a n d  f o r  a  c e r t a i n  n u m b e r  of  c o m p o n e n t s  ( d e p e n d i n g  o n  t h e  m a g n i ­
t u d e  of  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r )  t h e  l i n e a r  e q u a t i o n s  p r e d i c t  e x p o n e n t i a l  i n ­
c r e a s e .  W e  s h a l l  i l l u s t r a t e  t h i s  b y  m e a n s  o f  a n  a p p l i c a t i o n  of  a  s i m p l i f i e d  
m a t h e m a t i c a l  m o d e l ,  t o  b e  c o n s i d e r e d  i n  s e c t i o n s  73  w h i c h  f o l l o w .
I t  w i l l  b e  u n d e r s t o o d  t h a t  t h e  l a t t e r  p h e n o m e n o n  i s  o f  e x t r e m e  i m -  
p o r t a n c e .  S i n c e  i n  a n y  c a s e  of  l a m i n a r  f l o w  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  e l i m i n a t e  
a l l  d i s t u r b i n g  e f f e c t s ,  t h e r e  i s  a l w a y s  a  c h a n c e  t h a t  s o m e  of  t h e s e  e x p o ­
n e n t i a l l y  i n c r e a s i n g  a m p l i t u d e s  w i l l  b e  s t i m u l a t e d  p r o v i d e d ,  o f  c o u r s e ,  
t h a t  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  e x c e e d s  i t s  c r i t i c a l  v a l u e .  O n c e  t h i s  h a s  o c ­
c u r r e d ,  t h e  a m p l i t u d e s  of  t h e s e  c o m p o n e n t s  w i l l  g r o w  a n d  s o o n  a  s t a t e  
w i l l  b e  r e a c h e d  w h e r e  t h e  c o u p l i n g  t e r m s  c a n  n o  l o n g e r  b e  n e g l e c t e d ,  a n d  
f r o m  t h e n  o n w a r d  a l l  -  o r  a t  l e a s t  a  g r e a t  n u m b e r  -  o f  o t h e r  c o m p o n e n t s  
w i l l  c o m e  i n t o  p l a y .  T h e  s t a t e  of  t u r b u l e n c e  w h i c h  c o m e s  a b o u t  i n  t h i s  
w a y  w i l l  b e  l a r g e l y  o r  e v e n  c o m p l e t e l y  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  f o r m  a n d  t h e  
m a g n i t u d e  o f  t h e  o r i g i n a l  s t i m u l a t i o n .  H e n c e  i n  s u c h  a  c a s e  t h e  t e r m  
" s p o n t a n e o u s "  t u r b u l e n c e  c a n  be  c o n s i d e r e d  a s  a d e q u a t e .
O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i n  t h o s e  c a s e s  w h e r e  c o m p o n e n t s  c a n n o t  d e r i v e  
e n e r g y  f r o m  o u t w a r d  s o u r c e s  a n d  w h e r e  t h e y  u l t i m a t e l y  w i l l  a l w a y s  d e c a y ,  
s u c h  a n  i n d e p e n d e n c e  of  t h e  s t i m u l a t i n g  f o r c e  s y s t e m  u s u a l l y  w i l l  n o t  b e  
a r r i v e d  a t .  I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  t h e  a m p l i t u d e s  of  c e r t a i n  c o m p o n e n t s ,  o n c e  
t h e y  h a v e  b e e n  s t i m u l a t e d ,  f i r s t  w i l l  i n c r e a s e  t o  s u c h  a  d e g r e e  t h a t  t h e  
c o u p l i n g  t e r m s  c o m e  i n t o  p l a y ,  a n d  t h a t  a  g r e a t  n u m b e r  of  o t h e r  c o m p o ­
n e n t s  w i l l  t a k e  p a r t  i n  t h e  m o t i o n .  T h e  r e s u l t i n g  m o t i o n  t h u s  i s  r e a l l y  
t u r b u l e n t ,  b u t  i f  t h e r e  i s  n o  f u r t h e r  s t i m u l a t i o n ,  d e c a y  w i l l  s e t  i n  a n d  t h e  
f i n a l  s t a t e  m a y  b e  o n e  o f  r e s t  o r  of  l a m i n a r  m o t i o n .  S u c h  a  c a s e  p r e s e n t s  
i t s e l f ,  f o r  i n s t a n c e ,  w h e n  a  f l u i d  i n  a  c l o s e d  s p a c e  i s  s t i r r e d  a n d  t h e n  i s
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l e f t  to  i t s e l f .  R e p e a t e d  o r  c o n t i n u o u s  s t i r r i n g  i s  n e c e s s a r y  t o  p r o d u c e  s o m e  
s t a t i o n a r y  f o r m  of  t u r b u l e n c e .  I n  t h e s e  c a s e s  i t  i s  p r o b a b l e  t h a t  f e a t u r e s  of  
t h e  s t i r r i n g  f o r c e s  w i l l  h a v e  a  d e t e r m i n i n g  i n f l u e n c e  o n  t h e  c h a r a c t e r  of  t h e  
r e s u l t i n g  t u r b u l e n t  m o t i o n ,  a n d  t h e  t e r m  " s t i m u l a t e d "  t u r b u l e n c e  f o r  s u c h  
c a s e s  i s  a p p r o p r i a t e .
8. T o  f o l l o w  t h e  f u l l  h i s t o r y  of  e a c h  c o m p o n e n t ,  i n  a  s y s t e m  w h e r e  
t h e  v a r i o u s  c o m p o n e n t s  a r e  c o u p l e d  b y  m e a n s  of  n o n l i n e a r  t e r m s ,  i s  n o t  
p o s s i b l e  w i t h  p r e s e n t  m a t h e m a t i c a l  m e t h o d s ;  b u t  i t  h a s  a l r e a d y  b e e n  m e n ­
t i o n e d  i n  t h e  b e g i n n i n g  t h a t  w e  a r e  n o t  i n t e r e s t e d  i n  a  p r e c i s e  d e s c r i p t i o n  of  
a n y  f i e l d ;  w h a t  w e  n e e d  a r e  c e r t a i n  a v e r a g e s ,  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s ,  e t c .  
H e n c e  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e r e  i s  n e e d  f o r  a  s t a t i s t i c a l  t h e o r y  of  t u r b u l e n c e .
S t a t i s t i c a l  p r o b l e m s  i n  m e c h a n i c s  h a v e  b e e n  s t u d i e d  w i d e l y  i n  c o n ­
n e c t i o n  w i t h  t h e  m o l e c u l a r  t h e o r y  of  m a t t e r  a n d  i n  r a d i a t i o n  t h e o r y .  A l l  
t h e s e  i n v e s t i g a t i o n s ,  h o w e v e r ,  r e f e r r e d  t o  s y s t e m s  w h i c h  a r e  c o n s e r v a t i v e ,  
s o  t h a t  t h e  e n e r g y  o n c e  g i v e n  t o  t h e m  i s  r e t a i n e d .  T h e  s t a t i s t i c a l  p r o b l e m  
t h e n  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  a  p r o b l e m  of  t h e  a v e r a g e  d i s t r i b u t i o n  of  t h e  t o t a l  
e n e r g y  o v e r  t h e  v a r i o u s  d e g r e e s  of  f r e e d o m  of t h e  s y s t e m .  I t  i s  w e l l  k n o w n  
t h a t  p o w e r f u l  a n d  e l e g a n t  m e t h o d s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  t o  s o l v e  t h e s e  p r o b -  
l e m s .
T h e  s i t u a t i o n  i s  d i f f e r e n t  w i t h  t u r b u l e n c e  b e c a u s e  of  t h e  e s s e n t i a l  
p a r t  p l a y e d  b y  d i s s i p a t i o n .  A l l  h y d r o d y n a m i c  s y s t e m s  d i s s i p a t e  e n e r g y ,  
a n d  i n  p a r t i c u l a r  i n  t h e  c a s e  of  p i p e  f l o w ,  t h e r e  i s  a  b a l a n c e  b e t w e e n  t h e  
e n e r g y  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  f l o w  b y  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  a n d  t h e  d i s s i p a t i o n  
of  e n e r g y  t h r o u g h  v i s c o s i t y .  I t  d o e s  n o t  h e l p  u s  t o  i n c l u d e  h e a t  m o t i o n  i n  
o r d e r  t o  e x p l a i n  t h e  l o s s  of  m e c h a n i c a l  e n e r g y  b y  a  g a i n  of  e n e r g y  of  m o -  
l e c u l a r  m o t i o n s ,  s i n c e  i n  t h a t  c a s e  w e  s t i l l  m u s t  c o n s i d e r  t h e  r e m o v a l  of  
h e a t  o u t  of  t h e  s y s t e m .  I n f l o w  a n d  o u t f l o w  of  e n e r g y  a r e  e s s e n t i a l  f e a t u r e s .  
T h e  m e t h o d s  of  c l a s s i c a l  s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c s ,  a s  d e v e l o p e d  f o r  c o n s e r v a ­
t i v e  s y s t e m s ,  d o  n o t  a p p l y  t o  t h e  n o n c o n s e r v a t i v e ,  d i s s i p a t i v e  s y s t e m s  
w h i c h  a r e  p r e s e n t e d  b y  h y d r o d y n a m i c  t u r b u l e n c e .  M a n y  i n v e s t i g a t o r s  a r e  
a t t e m p t i n g  t o  f i n d  n e w  m e t h o d s  of  a p p r o a c h .  M u c h  s u c c e s s  h a s  b e e n  o b ­
t a i n e d  i n  a  n u m b e r  o f  d e t a c h e d  p r o b l e m s ,  b u t  a s  y e t  t h e r e  i s  n o  b a s i c  
t h e o r y  e m b r a c i n g  a l l  a s p e c t s  i n  a  c o m p r e h e n s i v e  w a y .
I t  i s  t r u e  t h a t  a  n u m b e r  of  p r a c t i c a l  q u e s t i o n s  r e f e r r i n g  t o  h y d r o -  
d y n a m i c  r e s i s t a n c e ,  R e y n o l d s  s t r e s s e s  i n  s h e a r  f l o w ,  d i f f u s i o n ,  m i x i n g ,
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h e a t  t r a n s f e r ,  a r e  d e p e n d e n t  m a i n l y  on  t h o s e  c o m p o n e n t s  of  t h e  t u r b u l e n t  
f i e l d  w h i c h  p r e s e n t  a  r a t h e r  c o a r s e  p a t t e r n  a n d  w h i c h  a r e  o n l y  s l i g h t l y  a f ­
f e c t e d  b y  v i s c o u s  d e c a y .  I t  i s  i m p o s s i b l e ,  h o w e v e r ,  t o  t r e a t  t h e s e  c o m ­
p o n e n t s  s e p a r a t e l y  f r o m  t h e  r e s t .  I t  a p p e a r s  t h a t  e n e r g y  i s  d e t r a c t e d  
f r o m  t h e s e  c o m p o n e n t s  b y  t h e  w h o l e  a g g r e g a t e  of  c o m p o n e n t s  of  f i n e r  
p a t t e r n ,  a n d  t h e  w h o l e  s p e c t r u m  i s  i n v o l v e d  i n  f o r m u l a t i n g  t h e  b a l a n c e  
of  e n e r g y  f o r  a n y  s i n g l e  c o m p o n e n t .  S i n c e  t h e  b e h a v i o r  of  t h e  c o m p o -  
n e n t s  of  f i n e r  p a t t e r n  i s  v e r y  m u c h  i n f l u e n c e d  b y  v i s c o u s  d e c a y ,  i t  i s  i m ­
p o s s i b l e  t o  l e a v e  v i s c o s i t y  o u t  of  t h e  p i c t u r e .  T h i s  f o r m s  one  of  t h e  g r e a t  
d i f f i c u l t i e s  of  t h e  s t a t i s t i c a l  t h e o r y  of  t u r b u l e n c e .
S u m m i n g  u p ,  w e  m a y  s a y  t h a t  t h e  p r o b l e m s  b e f o r e  t h e  i n v e s t i g a t o r  
l e a d  t o  t w o  i m p o r t a n t  g r o u p s  of  q u e s t i o n s :
(a)  T o  f i n d  t h e  w a y  i n  w h i c h  p r a c t i c a l  q u a n t i t i e s  s u c h  a s  t h e  t r a n s ­
f e r  of  m o m e n t u m ,  s u s p e n d e d  m a t e r i a l  o r  h e a t  d e p e n d  o n  t h e  c h a r a c -  
t e r  of  t h e  s p e c t r u m .
(b) T o  d e f i n e  t h e  s p e c t r u m  m o r e  p r e c i s e l y  a n d  t o  f i n d  t h e  r e l a t i o n s  
w h i c h  g o v e r n  t h e  d i s t r i b u t i o n  of  e n e r g y  o v e r  i t .
S e r i o u s  d i f f i c u l t i e s  p r e s e n t  t h e m s e l v e s  i n  b o t h  g r o u p s  of  p r o b l e m s .
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C H A P T E R  II
C o r r e l a t i o n  F u n c t i o n s
9.  T o  o b t a i n  i n s i g h t  i n t o  t h e  n a t u r e  of  c e r t a i n  c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  
t u r b u l e n t  f i e l d ,  w e  c o n s i d e r  a  p r o b l e m  r e f e r r i n g  t o  t h e  d i f f u s i o n  o f  p a r t i -  
c l e s .  W e a s s u m e  t h a t  t h e  p a r t i c l e s  h a v e  t h e  s a m e  d e n s i t y  a s  t h e  f l u i d  a n d  
t h a t  t h e y  a r e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  i n  o r d e r  t o  f o l l o w  t h e  m o t i o n  of  t h e  e l e m e n t s  
of v o l u m e  of  t h e  f l u i d  w i t h o u t  t i m e  l a g .  W e  s u p p o s e  t h a t  t h e  m o t i o n  of  a  
l a r g e  n u m b e r  of  p a r t i c l e s  i s  o b s e r v e d ,  a l l  s t a r t i n g  f r o m  t h e  s a m e  p o i n t  of 
t h e  f i e l d .  I f  t h e r e  i s  a  m e a n  m o t i o n  i n  t h e  f i e l d ,  t h e  p a r t i c l e s  w i l l  b e  c a r ­
r i e d  a l o n g  b y  t h i s  m e a n  m o t i o n .  T o  s i m p l i f y  t h e  p r o b l e m  a s  m u c h  a s  p o s ­
s i b l e  w e  s u p p o s e  t h a t  t h e  m e a n  m o t i o n  i s  s t a t i o n a r y ,  r e c t i l i n e a r  ( a n d  p a r a l ­
l e l  t o  t h e  x - a x i s )  a n d  u n i f o r m  o v e r  a  c e r t a i n  d o m a i n  s o  t h a t  i t  r e p r e s e n t s  a  
t r a n s l a t i o n  i n  a  d e f i n i t e  d i r e c t i o n  w i t h  c o n s t a n t  v e l o c i t y .  B y  i n t r o d u c i n g  a  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  m o v i n g  w i t h  t h e  m e a n  f l o w ,  w e  c a n  e l i m i n a t e  i t s  e f f e c t  
s o  t h a t  w e  a r e  o n l y  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n  s u p e r p o s e d  o n  i t .
T h e  t u r b u l e n t  m o t i o n  c a n  b e  i n  t h r e e  c o o r d i n a t e s .  W e  r e s t r i c t  o u r  
a t t e n t i o n  t o  o n l y  o n e  of  t h e s e  c o o r d i n a t e s ,  s a y  y.
O b s e r v a t i o n  of  t h e  m o t i o n s  of  t h e  i n d i v i d u a l  p a r t i c l e s  w i l l  g i v e  d a t a
w h i c h  m u s t  b e  r e d u c e d  b y  s t a t i s t i c a l  e v a l u a t i o n .  W e c o n s i d e r  t h e  p o s i t i o n s
of  t h e  p a r t i c l e s  a f t e r  a  c e r t a i n  d u r a t i o n  T  s i n c e  t h e y  h a v e  s t a r t e d  f r o m
t h e i r  o r i g i n .  F o r  a n y  v a l u e  of  T ,  t h e  s a m e  f o r  a l l  p a r t i c l e s ,  w e  c a n
r e p r e s e n t  t h e  v a l u e s  of  t h e  c o o r d i n a t e s  y o f  t h e  p a r t i c l e s  i n  a  d i a g r a m .
T h e  d i s t r i b u t i o n  o b t a i n e d  m a y  a p p e a r  t o  b e  s i m p l y  G a u s s i a n .  I f  t h i s  i s
t h e  c a s e ,  t h e  s h a p e  of  t h e  c u r v e  c a n  b e  c h a r a c t e r i z e d  b y  a  s i n g l e  p a r a m -
e t e r ,  f o r  w h i c h  o n e  u s u a l l y  t a k e s  the  a v e r a g e  v a l u e  o f  y2 . I f  t h e  d i s t r i ­
b u t i o n  d i f f e r s  f r o m  a  G a u s s i a n  o n e ,  y 2 s t i l l  i s  a n  i m p o r t a n t  p a r a m e t e r .
W e w i l l  i n v e s t i g a t e  h o w  t h i s  m e a n  v a l u e ,  w h i c h  i s  a  f u n c t i o n  of  T ,  
i s  r e l a t e d  t o  p r o p e r t i e s  of  t h e  f i e l d .
10.  W e c o n s i d e r  t h e  v e l o c i t y  of  a  s i n g l e  p a r t i c l e  i n  t h e  y - d i r e c t i o n  
a s  a  f u n c t i o n  of  t w o  v a r i a b l e s :  t h e  t i m e  a t  w h i c h  t h e  p a r t i c l e s  s t a r t e d  a n d  
t h e  d u r a t i o n  T  e l a p s e d  s i n c e  t h a t  m o m e n t .  N ow :
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h e n c e  w e  h a v e :
T h e  d o u b l e  i n t e g r a l  c o m b i n e s  a l l  v a l u e s  of  Τ '  f r o m  0 t o  T  w i t h  a l l  v a l u e s  
of  T "  f r o m  0 t o  T .  I t  c a n  b e  p i c t u r e d  a s  t h e  i n t e g r a l  o v e r  a  s q u a r e  of 
s i d e  T  i n  a  Τ ' ,  T " - p l a n e .  B e f o r e  c a r r y i n g  o u t  t h e  i n t e g r a t i o n ,  w e  c a l c u ­
l a t e  t h e  m e a n  v a l u e  of  v ( t o , Τ ' )  v ( t o , T " )  f o r  a  l a r g e  n u m b e r  of  p a r t i c l e s  
a n d  w r i t e :
We n o w  a p p l y  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n i n g .  W e h a v e  a s s u m e d  t h a t  t h e  f i e l d  i s  
s t a t i o n a r y  a n d  h o m o g e n e o u s .  T h e  p a r t i c l e s  w a n d e r i n g  o v e r  t h e  f i e l d  d u r ­
i n g  a  l a r g e  p a r t  of  t h e i r  c o u r s e  w i l l  be  s u b j e c t e d  t o  r a n d o m  i n f l u e n c e s  of 
t h e  s a m e  s t a t i s t i c a l  n a t u r e .  T h i s  h a s  t h e  c o n s e q u e n c e  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e
w i l l  b e  i n d e p e n d e n t  of  t o a n d  t h a t  i t  c a n  d e p e n d  o n l y  on
t h e  t i m e  d i f f e r e n c e  τ  = Τ '  - T " .  M o r e  p r e c i s e l y  i t  w i l l  d e p e n d  o n l y  on
t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of  t h i s  d i f f e r e n c e ,  | T ' -  T "  |, s i n c e  t h e  o r d e r  i n  w h i c h  
t h e  t w o  p o s i t i o n s  a r e  t a k e n  i s  i m m a t e r i a l .  I f  t h e  t u r b u l e n c e ,  a l t h o u g h  b e ­
i n g  s t a t i o n a r y  i n  t i m e ,  w o u l d  n o t  be h o m o g e n e o u s  a n d  i f  t h e  p a r t i c l e s  w o u l d  
w a n d e r  t o o  f a r  a w a y  i n t o  r e g i o n s  w h e r e  t h e i r  b e h a v i o r  w o u l d  b e  d i f f e r e n t ,  
t h e  v a l u e s  of  Τ '  a n d  T "  t h e m s e l v e s  w o u l d  e n t e r .  W e w i l l  l i m i t  o u r s e l v e s ,  
h o w e v e r ,  t o  t h e  c a s e  w h e r e  τ  i s  t h e  o n l y  r e l e v a n t  v a r i a b l e .
W e w r i t e :
F o r  τ  = 0,  w h i c h  m e a n s  Τ '  = T " ,  w e  h a v e :
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I t  c a n  b e  p r o v e d  t h a t  t h e  v a l u e  of R v (τ )  n e v e r  c a n  b e  g r e a t e r  t h a n  R v ( 0 ) .
T h i s  i s  s h o w n  a s  f o l l o w s :  w e  w r i t e  v ( t o ,  T ' )  = v 1 ; v ( t o , T " )  = v 2 . N o w :
T a k i n g  m e a n  v a l u e s ,  a n d  n o t i c i n g  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  of  v12 i s  t h e  s a m e  a s
t h a t  of  v22 a n d  t h a t  i n  f a c t  b o t h  a r e  e q u a l  t o  R v (0 ) ,  w e  f i n d :
T h i s  p r o v e s  t h e  t h e o r e m ,  s i n c e  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  of  t h e  e q u a t i o n  c a n n o t  b e  
n e g a t i v e .
I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  R v ( τ )  a s s u m e s  n e g a t i v e  v a l u e s  f o r  a  c e r t a i n  d o ­
m a i n  of  v a l u e s  of  τ .  T h i s  d e p e n d s  on  t h e  s t a t i s t i c a l  l a w s  of  t h e  t u r b u l e n t  
f i e l d ,  w h i c h  c a n  b e  d i f f e r e n t  f o r  v a r i o u s  c a s e s .  T h e  d i a g r a m  b e l o w  g i v e s  
s o m e  p o s s i b l e  f o r m s  of  R v ( τ ) - c u r v e s , o r ,  a s  t h e y  a r e  c a l l e d ,  c o r r e l a t i o n  
c u r v e s .  I n  g e n e r a l ,  w e  m u s t  e x p e c t  t h a t  R v (τ ) g o e s  t o  z e r o  w h e n  τ  b e -  
c o m e s  l a r g e  e n o u g h .  (A n  e x c e p t i o n  i s  o b t a i n e d  i n  t h e  c a s e  of  a  p u r e l y  
p e r i o d i c  m o t i o n ,  b u t  t h i s  w i l l  n o t  b e  f o u n d  i n  t u r b u l e n c e . )
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O n e  c a n  n o w  c a l c u l a t e  t h e  m e a n  v a l u e f r o m  t h e  i n t e g r a l :
A s  a  c o n s e q u e n c e  of  t h e  s y m m e t r y  of  R v (τ ) t h i s  c a n  b e  w r i t t e n :
B y  p a r t i a l  i n t e g r a t i o n  i t  c a n  b e  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  i n t o :
(2)
W e c a n  e x p e c t  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e g o e s  t o  z e r o
w h e n  t h e  t i m e  d i f f e r e n c e  τ  i n c r e a s e s  w i t h o u t  l i m i t .  I n  p h y s i c a l  p r o b l e m s  
i t  i s  s u p p o s e d  t h a t  t h e  f u n c t i o n  R v (τ ) g o e s  t o  z e r o  s u f f i c i e n t l y  r a p i d l y  t o  
m a k e  b o t h  i n t e g r a l s  c o n v e r g e n t  w h e n  T →  ∞ . T h i s  m e a n s  t h a t  b o t h  i n t e ­
g r a l s  w i l l  a p p r o a c h  a  c o n s t a n t  v a l u e  w h e n  T  b e c o m e s  l a r g e .  F o r  t h e s e  
v a l u e s  w e  s h a l l  w r i t e :
(3)
I n  t h i s  w a y  w e  o b t a i n :
(4a) f o r  l a r g e  T .
E x p r e s s i o n s  v a l i d  f o r  v e r y  s m a l l  v a l u e s  of T c a n  b e  o b t a i n e d  i f  w e  
m a y  a s s u m e  ( w h i c h  i s  u s u a l l y  t r u e  i n  p h y s i c a l  p r o b l e m s )  t h a t  R v (τ ) r e -
s o  l o n g  a s  τ  i s  s m a l l .  W e c a n  t h e n  c o n s i d e r  i t  a sm a i n s  v e r y  n e a r  t o
a  c o n s t a n t  i n  c a r r y i n g  o u t  t h e  i n t e g r a t i o n s  a n d  o b t a i n :
(4b) f o r  s m a l l  T.
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T h i s  c a n  a l s o  b e  w r i t t e n :
I t  e x p r e s s e s  t h e  f a c t  t h a t  w h e n  T  i s  s o  s m a l l  t h a t  p r a c t i c a l l y  e v e r y  p a r t i ­
c l e  r e t a i n s  a  c o n s t a n t  v e l o c i t y ,  t h e  m e a n  s q u a r e  v a l u e  of  t h e  d i s t a n c e  w i l l  
b e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  of  T .  F o r  l o n g  i n t e r v a l s ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  
t h e  m e a n  s q u a r e  v a l u e  o f  t h e  d i s t a n c e  b e c o m e s  a  l i n e a r  f u n c t i o n  of  T ,  a s  
s h o w n  b y  e q u a t i o n  4 a .
W e  s h a l l  c a l l  t h e  f u n c t i o n  R v (τ ) t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  y -  
m o v e m e n t  of  a  p a r t i c l e .  I n  m a n y  c a s e s  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d  
a s  t h e  q u o t i e n t f o r  τ  = 0 t h i s  q u o t i e n t  h a s  t h e  v a l u e  u n i t y .
T h e  f u n c t i o n  d e f i n e d  i n  t h i s  w a y  i s  d e n o t e d  a s  a  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  function.
S i m i l a r  f u n c t i o n s  c a n  b e  d e f i n e d  f o r  t h e  m o v e m e n t  i n  t h e  d i r e c t i o n  
of  z  o r  o f  x  ( a f t e r  t h e  m e a n  m o t i o n  h a s  b e e n  e l i m i n a t e d ) .
T h e  p a r t i c u l a r  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  ( w h e t h e r  n o r m a l i z e d  o r  no t )  
c o n s i d e r e d  h e r e ,  r e f e r  t o  t h e  h i s t o r y  of  a  s i n g l e  p a r t i c l e .  A c c o r d i n g  t o  
t h e  s u p p o s i t i o n  i n t r o d u c e d  i n i t i a l l y ,  t h e y  a l s o  r e f e r  t o  t h e  h i s t o r y  of  a  
s i n g l e  e l e m e n t  of  v o l u m e  of  t h e  f l u i d .  L o o k i n g  a t  t h e m  f r o m  t h e  l a t t e r  
p o i n t  of  v i e w ,  w e  s a y  t h a t  t h e y  r e p r e s e n t  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n ,  b e ­
c a u s e  i t  i s  t h e  L a g r a n g i a n  d e s c r i p t i o n  of  a  f i e l d  of  f l u i d  m o t i o n  t h a t  g i v e s  
a t t e n t i o n  t o  t h e  h i s t o r y  of t h e  i n d i v i d u a l  e l e m e n t s  of  v o l u m e .
11 .  E u l e r i a n  c o r r e l a t i o n s .  M o s t  of  o u r  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  s t a t e  
o f  m o t i o n  of  a  f l u i d ,  b o t h  t h a t  r e s u l t i n g  f r o m  e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n  
a n d  t h a t  o b t a i n e d  f r o m  t h e o r e t i c a l  d e d u c t i o n ,  i s  g i v e n  i n  t h e  E u l e r i a n  d e s ­
c r i p t i o n  w h e r e  v e l o c i t i e s  a r e  r e c o r d e d  a s  a  f u n c t i o n  of  c o o r d i n a t e s  f i x e d  
i n  s p a c e  a n d  of  t h e  t i m e .  T h i s  d e s c r i p t i o n  i s  n o t  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  
h i s t o r y  of  a  s i n g l e  e l e m e n t  of  v o l u m e .
S t a r t i n g  f r o m  t h e  E u l e r i a n  d e s c r i p t i o n ,  a  d i f f e r e n t  s y s t e m  of  c o r r e ­
l a t i o n  f u n c t i o n s  c a n  b e  c o n s t r u c t e d .  T h e s e  n e w  " E u l e r i a n "  c o r r e l a t i o n  
f u n c t i o n s  r e f e r  t o  r e l a t i o n s  i n  s p a c e  o r  t o  r e l a t i o n s  i n  t i m e  ( o r  t o  b o th )  
a n d  t h e y  a r e  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  t h e  f i e l d .
L e t  u s  f i r s t  t a k e  t h e  c a s e  of  a  h o m o g e n e o u s  f i e l d  of  t u r b u l e n c e .  W e  
c a n  t h e n  c o n s i d e r  t h e  p r o d u c t  v 1 v 2 ,  w h e r e  v1 i s  t h e  v e l o c i t y  ( o r  a  v e l o c i t y
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c o m p o n e n t )  a t  a  p a r t i c u l a r  p o i n t  o f  s p a c e ,  P 1 , a n d  v 2 t h e  v e l o c i t y  ( o r  t h e
s a m e  c o m p o n e n t )  a t  a n o t h e r  p o i n t  P 2 , b o t h  f o r  t h e  s a m e  i n s t a n t  of  t i m e ,
t .1 I n  p a r t i c u l a r  w e  m a y  c o n s i d e r  t h e  y - c o m p o n e n t  o f  t h e  v e l o c i t y ,  a n d  
t h e  t w o  p o i n t s  P1 a n d  P 2 m a y  h a v e  t h e  s a m e  x -  a n d  z - c o o r d i n a t e s  b u t  
d i f f e r e n t  y - c o o r d i n a t e s .  L e t  u s  d e n o t e  t h e  l a t t e r  b y  y a n d  y  + η,  r e ­
s p e c t i v e l y .  W e  n o w  c o n s i d e r  v a r i o u s  p a i r s  of  p o i n t s  P 1 , P 2 , a l w a y s  w i t h  
t h e  s a m e  d i f f e r e n c e  η b e t w e e n  t h e  y - v a l u e s ,  a n d  t a k e  t h e  m e a n  v a l u e  of 
t h e  p r o d u c t  v 1v 2 . T h e  q u a n t i t y  o b t a i n e d  i n  t h i s  w a y  w i l l  b e  d e n o t e d  by :
(5)
I n  g e n e r a l  t h i s  f u n c t i o n  c a n  d e p e n d  on  t ,  t h e  i n s t a n t  f o r  w h i c h  t h e  
c o r r e l a t i o n  i s  c a l c u l a t e d .
I f  t h e  f i e l d  i s  s t a t i o n a r y  i n  t i m e ,  w e  m a y  a l s o  t a k e  t h e  m e a n  v a l u e  
o v e r  a  c e r t a i n  i n t e r v a l  of  t i m e  a n d  o b t a i n  t h e  s a m e  r e s u l t .
I n  a  f i e l d  w h i c h  i s  s t a t i o n a r y  i n  t i m e ,  b u t  n o t  n e c e s s a r i l y  h o m o g e n e o u s  
i n  s p a c e ,  w e  c a n  l i k e w i s e  c a l c u l a t e  m e a n  v a l u e s , w h e r e  v1 a n d  v 2
a r e  v a l u e s  of  t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  s a m e  p o i n t  P  of  t h e  f i e l d ,  b u t  a t  t w o  d i f f e r ­
e n t  i n s t a n t s  s e p a r a t e d  b y  a  c o n s t a n t  i n t e r v a l  τ .  T h e  m e a n  v a l u e  t h e n  o b ­
t a i n e d  w i l l  b e  d e n o t e d  b y
(6)
I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  t h e  f u n c t i o n  c o n s i d e r e d  h e r e  i s  d i f f e r e n t  t h a n  t h e  
L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  b e c a u s e  v1 a n d  v 2 i n  t h e  p r e s e n t  c a s e  a r e  n o t  f o r  
a  s i n g l e  e l e m e n t  of  v o l u m e ,  f o l l o w e d  i n  i t s  c o u r s e ,  b u t  a r e  v e l o c i t i e s  m e a s ­
u r e d  a t  a  f i x e d  p o i n t  of  t h e  f i e l d  a n d  c o n s e q u e n t l y  a r e  f o r  d i f f e r e n t  e l e m e n t s  
of  v o l u m e .  I f  t h e  f i e l d  i s  n o t  h o m o g e n e o u s ,  t h e  m e a n  v a l u e  S 2 w i l l  d e p e n d  
on  t h e  p o s i t i o n  of  t h e  p o i n t  P  a n d  t h u s  b e  a  f u n c t i o n  of  t h e  c o o r d i n a t e s  of  
t h i s  p o i n t .
I f  t h e  f i e l d  i s  b o t h  h o m o g e n e o u s  i n  s p a c e  a n d  s t a t i o n a r y  w i t h  r e s p e c t  
t o  t i m e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e f i n e  a  m o r e  g e n e r a l  t y p e  of  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n
1In  t h e  c o m p l e t e  t h e o r y  of  c o r r e l a t i o n s  i n  a  f i e l d  of  f l o w ,  c o r r e l a t i o n s  
b e t w e e n  d i f f e r e n t  c o m p o n e n t s  a r e  a l s o  c o n s i d e r e d .  T h e  t w o  c o m p o n e n t s ,  
f o r  i n s t a n c e  u  a n d  v , c a n  e i t h e r  b e  m e a s u r e d  s i m u l t a n e o u s l y  a t  a  s i n g l e  
p o i n t  o r  a t  d i f f e r e n t  p o i n t s .
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b y  m a k i n g  v1 r e f e r  t o  a  p o i n t  P1 w i t h  c o o r d i n a t e s  x , y ,  z  a t  a n  i n s t a n t  t ,  
a n d  v 2 t o  a  p o i n t  P 2 w i t h  c o o r d i n a t e s  x  + ξ ,  y + η,  z  + ζ  a t  a n  i n s t a n t  
t  + τ .  We n o w  a g a i n  t a k e  v a r i o u s  p a i r s  of  p o i n t s ,  k e e p i n g  ξ ,  η ,  ζ ,  τ  a l l  
c o n s t a n t ,  b u t  s h i f t i n g  x , y ,  z  a n d  t .  I t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  s h i f t  a l l  t h e  
l a t t e r  q u a n t i t i e s ;  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n s  of  s t a t i s t i c a l  h o m o g e n e i t y  a n d  
s t a t i o n a r i t y ,  i t  w i l l  b e  s u f f i c i e n t  t o  d e t e r m i n e  a  t i m e  m e a n  v a l u e  ( k e e p i n g  
x , y ,  z  c o n s t a n t )  o r  t o  t a k e  a  m e a n  v a l u e  w i t h  r e s p e c t  t o  x , e t c .  T h e  f o l ­
l o w i n g  n o t a t i o n  c a n  b e  u s e d  f o r  a  m e a n  v a l u e  of  t h i s  g e n e r a l  t y p e :
(7)
W h e n  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  h o m o g e n e i t y  a n d  s t a t i o n a r i t y  d o  n o t  a p p l y ,  
m e a n  v a l u e s  a n d  c o r r e l a t i o n s  c a n  o n l y  b e  d e f i n e d  w i t h  t h e  a i d  of  e n s e m b l e  
a v e r a g e s .  W e m u s t  t h e n  a s s u m e  t h a t  i n s t e a d  of  a  s i n g l e  f i e l d  of  f l o w ,  a  
g r e a t  m a n y  s i m i l a r  f i e l d s  a r e  g i v e n ,  i n  a l l  o f  w h i c h  w e  h a v e  t h e  s a m e  
s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  x , y ,  z ,  w h i l e  a l l  of  t h e s e  f i e l d s  d i s p l a y  t h e i r  h i s ­
t o r y  o n  t h e  s a m e  t i m e  s c a l e .  W e c a n  n o w  c o n s i d e r  a  s e t  o f  v a l u e s  of  x , y ,  
z ,  t  a n d  a  s e c o n d  s e t  x  + ξ ,  y  + η,  z  +  ζ, t  + τ ,  a n d  a s k  f o r  t h e  v a l u e s  of  
v1 a n d  v 2 a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p o i n t s  of  a l l  t h e s e  f i e l d s .  F o r  e a c h  f i e l d  
w e  c a l c u l a t e  v 1 v 2 a n d  t h e n  t a k e  t h e  a v e r a g e  o v e r  a l l  f i e l d s .
T h e  r e s u l t  o b t a i n e d  i n  g e n e r a l  w i l l  d e p e n d  o n  a l l  e i g h t  c o o r d i n a t e s ,  
s o  t h a t  i t  w i l l  b e  a  d i f f i c u l t  o b j e c t  t o  h a n d l e  f r o m  a  m a t h e m a t i c a l  p o i n t  of  
v i e w .  If t h e  s a m e  p r o c e d u r e  of  e n s e m b l e  a v e r a g i n g  i s  a p p l i e d  t o  a  h o m o ­
g e n e o u s  f i e l d ,  t h e  c o o r d i n a t e s  x ,  y ,  z  w i l l  d r o p  o u t ;  i f  t h e  f i e l d  i s  s t a t i o n ­
a r y ,  t h e  t i m e  t  w i l l  d r o p  o u t .  I n  t h a t  c a s e  w e  c o m e  b a c k  t o  t h e  c o r r e l a ­
t i o n  f u n c t i o n s  c o n s i d e r e d  b e f o r e .
T h e  c o n s i d e r a t i o n  of  e n s e m b l e s  l e a d  t o  t h e  i n t r o d u c t i o n  of  p r o b a b i l i t y  
f u n c t i o n s  f o r  t h e  v e l o c i t y  a t  a  g i v e n  p o i n t - i n s t a n t  x ,  y ,  z ,  t  o f  a  f i e l d .
I n  t h e  A p p e n d i x  t o  t h i s  c h a p t e r  w e  w i l l  c o n s i d e r  c e r t a i n  g e n e r a l  p r o b l e m s  
w h i c h  t u r n  u p  w h e n  c o r r e l a t i o n s  a r e  s t u d i e d  b y  m e a n s  of  t h i s  m e t h o d .
12.  S c a l e s  d e f i n e d  b y  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s .  W h e n  w e  c o n s i d e r  t h e  
c u r v e  r e p r e s e n t i n g  t h e  b e h a v i o r  of  a  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n ,  t w o  c h a r a c t e r ­
i s t i c s  a r e  of  g r e a t  i m p o r t a n c e .  O n e  r e f e r s  t o  t h e  d i s t a n c e  a t  w h i c h  t h e  
c o r r e l a t i o n  p r a c t i c a l l y  v a n i s h e s ;  t h e  o t h e r  r e f e r s  t o  t h e  b e h a v i o r  of  t h e
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c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  v e r y  s m a l l  v a l u e s  of  t h e  d i s t a n c e .
A s  a  f i r s t  e x a m p l e ,  w e  t a k e  t h e  E u l e r i a n  s p a c e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  
S 1(η ) . If  S 1 b e c o m e s  e x a c t l y  z e r o  f o r  v a l u e s  of  η e x c e e d i n g  s o m e  t h r e s h ­
o l d  ηm , w e  c a n  u s e  ηm a s  a  m e a s u r e  of  t h e  m a x i m u m  d i s t a n c e  u p  t o  w h i c h  
c o r r e l a t i o n  m a y  b e  p e r c e p t i b l e .  I f  S 1 d e c r e a s e s  g r a d u a l l y ,  s o  t h a t  a  d e f i ­
n i t e  l i m i t  c a n n o t  b e  g i v e n ,  a n  a v e r a g e  m e a s u r e  c a n  b e  d e f i n e d  b y  m e a n s  of  
t h e  i n t e g r a l :
(8)
w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  a r e a  of  t h e  c o r r e l a t i o n  c u r v e  d i v i d e d  b y  i t s  m a x i m u m  
o r d i n a t e .  ( I f  i n s t e a d  of  S 1 t h e  c o r r e s p o n d i n g  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  f u n c ­
t i o n  i s  u s e d ,  w i t h  m a x i m u m  o r d i n a t e  e q u a l  t o  u n i t y ,  L  b e c o m e s  t h e  a r e a  
of  t h e  c u r v e . ) T h e  q u a n t i t y  L  d o e s  n o t  g i v e  t h e  m a x i m u m  d i s t a n c e  t o  
w h i c h  c o r r e l a t i o n  e x t e n d s ,  b u t  i t  f i x e s  i t s  o r d e r  of  m a g n i t u d e  a n d  i t  h a s  
t h e  a d v a n t a g e  t h a t  t h e  d e f i n i t i o n  i s  p r e c i s e .  T h e r e  a r e ,  h o w e v e r ,  c a s e s  
i n  w h i c h  t h e  f u n c t i o n  S 1 c h a n g e s  s i g n  a n d  w h e r e  t h e  i n t e g r a l  h a s  t h e  v a l u e  
z e r o .  F o r m u l a  (8) c a n n o t  b e  a p p l i e d  i n  s u c h  a  c a s e .  A  c o n v e n i e n t  m e a s u r e  
m a y  t h e n  b e  f o u n d  b y  t a k i n g  t h e  v a l u e  of  η f o r  w h i c h  S 1 b e c o m e s  z e r o  f o r  
t h e  f i r s t  t i m e .  I t  i s  u s u a l  t o  c o n s i d e r  L  ( o r  o n e  of  t h e  o t h e r  q u a n t i t i e s  
m e n t i o n e d )  a s  i n d i c a t i n g  t h e  " m a c r o s c a l e "  of  t u r b u l e n c e .  I t  g i v e s  a  m e a s ­
u r e  f o r  t h e  a v e r a g e  s i z e  of  d o m a i n s  a s  c o h e r e n t  m o t i o n  o r  e d d i e s .  I n  c e r ­
t a i n  f i e l d s  of f l o w  t h e  s c a l e s  f o r  t h e  d i f f e r e n t  d i r e c t i o n s  m a y  b e  d i f f e r e n t .
T o  o b t a i n  t h e  s e c o n d  q u a n t i t y ,  w e  c o n s i d e r  t h e  r e l a t i o n s :
I f  w e  t a k e  η = 0 ,  t h e y  r e d u c e  to :
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T h e  f i r s t  m e a n  v a l u e  i s  z e r o ,  w h i c h  p r o v e s  t h a t  t h e  c o r r e l a t i o n  c u r v e  m u s t  
h a v e  a  h o r i z o n t a l  t a n g e n t  a t  t h e  o r i g i n .  W i t h  r e f e r e n c e  t o  t h e  s e c o n d  f o r m ­
u l a ,  w e  o b s e r v e  t h a t :
S i n c e  i n  a  h o m o g e n e o u s  f i e l d  t h e  m e a n  v a l u e  of a  d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  
t o  y  i s  z e r o ,  w e  f i n d :
H e n c e  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  (∂ 2 S 1 / ∂ η 2 ) o c a n  b e  w r i t t e n :
(9)
I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  S 1(η ) i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  of  η = 0 
h a s  t h e  f o r m :
(10)
( 11 )
(12)
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T h e  q u a n t i t y  λ o b t a i n e d  f r o m  t h i s  e q u a t i o n  i s  a  m e a s u r e  f o r  t h e  d i s t a n c e  
o v e r  w h i c h  S 1 b e g i n s  t o  d e v i a t e  m a r k e d l y  f r o m  i t s  m a x i m u m  v a l u e .  I t  b e ­
c o m e s  s m a l l e r  w h e n  t h e  m e a n  v a l u e  of  t h e  s q u a r e  of  t h e  d e r i v a t i v e  ∂ v / ∂ y 
i n c r e a s e s .  U s u a l l y  λ i s  c o n s i d e r e d  a s  d e t e r m i n i n g  t h e  " m i c r o s c a l e "  of 
a  t u r b u l e n t  f i e l d .  T h i s  m i c r o s c a l e  i s  o f  p a r t i c u l a r  i m p o r t a n c e  i n  f o r m u l a s  
e x p r e s s i n g  th e  d i s s i p a t i o n  of  e n e r g y  i n  a  t u r b u l e n t  f i e l d ,  s i n c e  t h e  d i s s i p a ­
t i o n  d e p e n d s  on  t h e  s q u a r e s  of  t h e  v e l o c i t y  g r a d i e n t s  w i t h  w h i c h  a l s o  λ i s  
c o n n e c t e d .  I n  m a n y  c a s e s  of  t u r b u l e n t  m o t i o n  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  o r d e r s  of  
m a g n i t u d e  of  t h e  t w o  s c a l e s  a r e  w i d e l y  d i f f e r e n t ,  t o  a  d e g r e e  d e p e n d i n g  o n  
t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  t h e  f i e l d  of  f l o w .
S i m i l a r  s c a l e s  c a n  b e  d e f i n e d  w i t h  r e f e r e n c e  t o  t h e  o t h e r  c o r r e l a t i o n  
f u n c t i o n s .  I f  w e  c o n s i d e r  t h e  E u l e r i a n  t i m e  c o r r e l a t i o n  S 2 (τ ) w e  c a n  d e ­
d u c e  a  " m a c r o s c a l e "  i n  t i m e ,  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  m a x i m u m  t i m e  i n t e r v a l  
d u r i n g  w h i c h  t h e  v e l o c i t y  a t  a  g i v e n  p o i n t  a p p r o x i m a t e l y  r e t a i n s  i t s  v a l u e ;  
a n d  a  " m i c r o s c a l e "  i n  t i m e ,  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  r a t e  of  v a r i a t i o n  ∂ v / ∂ t .
W e c a n  a l s o  d e d u c e  t i m e  s c a l e s  f r o m  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c ­
t i o n .  T h e  s c a l e s  t h e n  r e f e r  t o  t h e  h i s t o r y  of  a n  e l e m e n t  o f  v o l u m e  w h i c h  i s  
f o l l o w e d  i n  i t s  m o t i o n .  B o t h  s c a l e s  w i l l  b e  c o n n e c t e d  i n  s o m e  w a y  w i t h  t h e  
i n e r t i a  of  a n  e l e m e n t  of v o l u m e  w h i c h ,  p o p u l a r l y  s p e a k i n g  " m a k e s  i t  r e l u c ­
t a n t  t o  c h a n g e  i t s  v e l o c i t y " .
13. A  p r o b l e m  of  g r e a t  i m p o r t a n c e  i n  t u r b u l e n c e  i s  w h e t h e r  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  f i n d  r e l a t i o n s  b e t w e e n  t h e  L a g r a n g i a n  a n d  t h e  E u l e r i a n  c o r r e l a ­
t i o n  f u n c t i o n s .  T h e  p r o b l e m  i s  e x t r e m e l y  d i f f i c u l t  a n d  h a s  n o t  b e e n  s o l v e d .  
T h e  d i f f i c u l t y  i s  t w o f o l d :  on  t h e  o n e  h a n d  t h e r e  i s  t h e  g e n e r a l  p r o b l e m  of 
r e l a t i o n s  b e t w e e n  L a g r a n g i a n  a n d  E u l e r i a n  m e a n  v a l u e s ;  on  t h e  o t h e r  h a n d ,  
i n  o r d e r  t o  p a s s  f r o m  t h e  E u l e r i a n  d e s c r i p t i o n  of  a  f i e l d  of  f l o w  to  t h e  
L a g r a n g i a n  d e s c r i p t i o n  of t h e  m o t i o n  of  a n  e l e m e n t  o f  v o l u m e ,  i t  i s  n e c e s ­
s a r y  t o  i n t e g r a t e  a  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  a n d  to  d i s c u s s  t h e  b e h a v i o r  of  i t s  
s o l u t i o n s  " i n  t h e  l a r g e " ,  t h a t  i s ,  f o r  a r b i t r a r i l y  i n c r e a s i n g  v a l u e s  of  t h e  
t i m e .
A r e l a t i v e l y  s i m p l e  r e l a t i o n  b e t w e e n  E u l e r i a n  a n d  L a g r a n g i a n  m e a n  
v a l u e s  of  t h e  s a m e  p h y s i c a l  q u a n t i t y ,  f o r  i n s t a n c e  a  v e l o c i t y  c o m p o n e n t ,  c a n  
o n l y  b e  e x p e c t e d  w h e n  t h e  s t a t i s t i c a l  c h a r a c t e r  of  t h e  f i e l d  i s  b o t h  h o m o g e n ­
e o u s  a n d  s t a t i o n a r y .  O t h e r w i s e  t h e  L a g r a n g i a n  p a t h s  of  e l e m e n t s  of  v o l u m e
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w i l l  w a n d e r  t h r o u g h  d o m a i n s  w i t h  d i f f e r e n t  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  a n d  no  
s i m p l e  c o n c l u s i o n  c a n  b e  o b t a i n e d ;  b u t  e v e n  w h e n  w e  a s s u m e  h o m o g e n e i t y  
a n d  s t a t i o n a r i t y  a  p r o b l e m  r e m a i n s .
W h e n  t h e  f i e l d  i s  h o m o g e n e o u s  a n d  s t a t i o n a r y ,  t h e  E u l e r i a n  m e a n  v a l u e  
of  a  p a r t i c u l a r  v e l o c i t y  c o m p o n e n t ,  d e f i n e d  e i t h e r  a s  a  m e a n  w i t h  r e s p e c t  t o  
s p a c e  o r  a s  a  m e a n  d e f i n e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e ,  w i l l  b e  a l w a y s  a n d  e v e r y ­
w h e r e  t h e  s a m e .  I t  i s  o f t e n  a s s u m e d  t h a t  i n  s u c h  a  c a s e  a l s o  t h e  L a g r a n g i a n  
m e a n  v a l u e  of  t h i s  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  w o u l d  h a v e  t h e  s a m e  v a l u e .  S i m p l e  
c a s e s ,  h o w e v e r ,  d o  n o t  ( o r  n o t  a l w a y s )  c o n f i r m  t h i s  a s s e r t i o n .  W e m e n t i o n  
t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e :
(a)  v  = A  c o s ( ω t + λ y), w i t h  A  < ω/λ .
W h e n  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  c o n s i d e r e d  a s  d e f i n i n g  a  v e l o c i t y  f i e l d  i n  t h e  
E u l e r i a n  d e s c r i p t i o n ,  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  t h e  E u l e r i a n  m e a n  v a l u e  of  v  w i l l  
b e  z e r o ,  t h e  s a m e  w h e t h e r  i t  i s  t a k e n  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  f o r  f i x e d  y,  o r  
w i t h  r e s p e c t  t o  y  f o r  f i x e d  t .  N o w ,  t o  p a s s  f r o m  t h e  E u l e r i a n  d e s c r i p t i o n  
t o  t h e  L a g r a n g i a n  o n e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  i n t e g r a t e  a  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
w h i c h  i n  t h e  p r e s e n t  c a s e  h a s  t h e  f o r m :
d y / d t  = v ( y ,  t) = A c o s  (ωt  + λ y) .
( In  t h e  m o r e  g e n e r a l  c a s e  of  f l o w  i n  t h r e e  d i m e n s i o n s ,  a  s y s t e m  of  s i m u l ­
t a n e o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  m u s t  b e  s o l v e d . ) T h e  e x a m p l e  h a s  b e e n  
c h o s e n  s o  t h a t  t h e  i n t e g r a t i o n  c a n  b e  p e r f o r m e d  w i t h o u t  d i f f i c u l t y ;  w e  t a k e  
z  = ω t  + λ y a s  a  n e w  v a r i a b l e ,  f o r  w h i c h  w e  o b t a i n  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n :
d z / d t  = ω  + λ A  c o s  z .
T h e  l a t t e r  e q u a t i o n  c a n  b e  i n t e g r a t e d  w h e n  t  i s  c o n s i d e r e d  to  be  t h e  u n ­
k n o w n ;  t h e  r e s u l t  c a n  b e  p u t  i n t o  v a r i o u s  f o r m s ,  f o r  i n s t a n c e :
H e r e  s i s  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t  w h i c h  h a s  a  f i x e d  v a l u e  f o r  a n y  p a t h  of  
a n  e l e m e n t  of  v o l u m e .  F o r  c o n s t a n t  s ,  l e t  t  i n c r e a s e  w i t h  2 π ( ω 2 -  λ 2 A 2 )-½. 
T h e n  t h e  t a n g e n t  f u n c t i o n  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  w i l l  go  t h r o u g h  on e  p e r i o d ;
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h e n c e  the  s a m e  m u s t  be  t r u e  f o r  t g ( z / 2 )  a n d  z c o n s e q u e n t l y  w i l l  i n c r e a s e  
by  the  a m o u n t  2π . K n o w in g  the  i n c r e a s e  of z  a n d  t h a t  of  t ,  we c a n  c a l c u ­
l a t e  th e  i n c r e a s e  of  y; we f i n d  t h a t  y c h a n g e s  by  th e  a m o u n t :
T h u s  y d o e s  n o t  r e t u r n  to  i t s  o r i g i n a l  v a l u e  ; t h e r e  i s  a  " s e c u l a r  c h a n g e "
( in  the  p r e s e n t  c a s e :  a  s e c u l a r  d e c r e a s e )  of  y,  a n d  i t  f o l l o w s  t h a t  the  
m e a n  v e l o c i t y  a l o n g  the p a t h  of  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e  - t h a t  i s  the L a g r a n g i a n  
m e a n  v e l o c i t y  - i s  n o t  z e r o ,  b u t  i s  n e g a t i v e .  If we a s s u m e  A to be  a  s m a l l  
q u a n t i t y ,  the d e c r e a s e  of  y p e r  p e r i o d  w i l l  be a p p r o x i m a t e l y  π λ Α2/ ω 2 a n d  
s in c e  the d u r a t i o n  of  the  p e r i o d  i s  a p p r o x i m a t e l y  2π /ω, the m e a n  v e l o c i t y  
b e c o m e s :
I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  th e  r e s u l t  o b t a i n e d  h e r e  i s  d u e  to  t h e  r a t h e r  s i m ­
p l e  a n d  r e g u l a r  c h a r a c t e r  of the  E u l e r i a n  e x p r e s s i o n  w h i c h  we h a v e  a s ­
s u m e d  f o r  th e  v e l o c i t y .  T h i s  f u n c t i o n  d id  n o t  h a v e  a n y  r a n d o m  e l e m e n t  in  
i t .  H o w e v e r ,  w h e n  i t  i s  a t t e m p t e d  to  g e n e r a l i z e  th e  r e a s o n i n g  b y  c o n s i d e r ­
in g  a n  e x p r e s s i o n  of  th e  type :
w h e r e  the  v a r i o u s  ωn m i g h t  be  i n c o m m e n s u r a b l e ,  i n t e g r a t i o n  of the  d i f ­
f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n  f i n i t e  t e r m s  b e c o m e s  i m p o s s i b l e .
A n o t h e r  s i m p l e  e x a m p l e  w h i c h  m a y  be c o n s i d e r e d  i s :
(b) v  = A  c o s  ωt / ( l  + α c o s  λ y), w i t h  α < 1.
T h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  w h i c h  m u s t  be  i n t e g r a t e d  in  o r d e r  to  o b t a i n  the  
p a t h  of a n  e l e m e n t  of v o l u m e ,  i n  t h i s  c a s e  c a n  be w r i t t e n :
( 1 + α c o s  λ y)  d y / d t  = A c o s  ω t .
T h e  i n t e g r a l  of t h i s  e q u a t i o n  h a s  the  f o r m :
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w h e r e  a g a i n  s d e n o t e s  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t ,  w h i c h  h a s  a  f i x e d  v a l u e  f o r  
e v e r y  p a t h .  If  α i s  a  s m a l l  q u a n t i t y ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e v e l o p  y i n t o  a  
F o u r i e r  s e r i e s ,  p r o c e e d i n g  a c c o r d i n g  t o  s i n e - f u n c t i o n s  of  m u l t i p l e s  of  λ y .  
E v e n  w i t h o u t  d o i n g  t h i s  i t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  i n  t h e  p r e s e n t  c a s e  y i s  a  p u r e l y  
p e r i o d i c  f u n c t i o n  of  t h e  t i m e  ( f o r  c o n s t a n t  s ) ,  s o  t h a t  t h e r e  i s  n o  " s e c u l a r "  
i n c r e a s e  o r  d e c r e a s e  of  y  w h e n  w e  f o l l o w  a  p a t h .  H e n c e  t h e  L a g r a n g i a n  
m e a n  v a l u e  o f  t h e  v e l o c i t y  i n  t h i s  c a s e  i s  t r u l y  z e r o .  B u t  w h e n  w e  r e t u r n  
t o  t h e  o r i g i n a l  e x p r e s s i o n  (b) a n d  a s k  f o r  t h e  E u l e r i a n  m e a n  v a l u e  of  t h e  v e ­
l o c i t y ,  w e  c a n n o t  s a y  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  w i t h  r e s p e c t  t o  y ,  f o r  a  f i x e d  
v a l u e  o f  t ,  i s  z e r o .  ( T h e  E u l e r i a n  t i m e  m e a n  v a l u e  f o r  f i x e d  y i s  z e r o . )  
H e n c e  a g a i n  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n  s t a t e d  i n  t h e  s e c o n d  p a r a g r a p h  
of  t h i s  s e c t i o n  c a n n o t  b e  s u b s t a n t i a t e d  w i t h  t h e  a i d  of  s i m p l e  e x a m p l e s .
14.  I t  w i l l  b e  e v i d e n t  t h a t  w i t h  s u c h  d i f f i c u l t i e s  a l r e a d y  a p p e a r i n g  i n  
c o n n e c t i o n  w i t h  s i m p l e  m e a n  v a l u e s ,  t h e  p r o b l e m  of  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  
E u l e r i a n  a n d  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n s  b e c o m e s  e v e n  m o r e  d i f f i c u l t .  W h e n  
a r b i t r a r y  g e n e r a l  e x p r e s s i o n s  a r e  u s e d  f o r  t h e  v e l o c i t y ,  t h e r e  i s  n o  p o s ­
s i b i l i t y  of  i n t e g r a t i n g  t h e  e q u a t i o n  i n  f i n i t e  t e r m s ,  a n d  s e r i e s  d e v e l o p m e n t s ,  
i n  c o n s e q u e n c e  of  t h e i r  l i m i t e d  d o m a i n  of c o n v e r g e n c e ,  d o  n o t  g i v e  a  s a t i s ­
f a c t o r y  b a s i s  f o r  a  d i s c u s s i o n  of  t h e  p r o p e r t i e s  of  t h e  i n t e g r a l s  " i n  t h e  l a r g e " .
N e v e r t h e l e s s ,  t h e  d i s c u s s i o n  o f  c e r t a i n  p r o p e r t i e s  of  t h e  f i e l d  of  m o t i o n  
m a y  r e q u i r e  s o m e  f o r m  of  r e l a t i o n .  In  C h a p t e r  V w e  s h a l l  d e v e l o p  a  t y p e  of  
c a l c u l a t i o n  w h i c h ,  f o r  a  p a r t i c u l a r  k i n d  of  f i e l d s ,  w i l l  a l l o w  u s  t o  d e r i v e  
s o m e  E u l e r i a n  m e a n  v a l u e s  w i t h  a  r e a s o n a b l e  d e g r e e  of  c e r t a i n t y  f r o m  d a t a  
r e f e r r i n g  t o  t h e  L a g r a n g i a n  v e l o c i t y  c o r r e l a t i o n .  I n  t h e  f i e l d s  t o  b e  c o n ­
s i d e r e d  t h e  e l e m e n t s  of  v o l u m e  c a r r y  s o m e  s p e c i f i c  p r o p e r t y ;  f o r  i n s t a n c e  
t h e  c o n c e n t r a t i o n  of  s u s p e n d e d  o r  d i s s o l v e d  m a t e r i a l ,  t e m p e r a t u r e ,  m o ­
m e n t u m ,  e t c .  T h e  e l e m e n t s  t a k e  t h e  p r o p e r t y  a l o n g  w i t h  t h e m ,  b u t  a t  t h e  
s a m e  t i m e  t h e r e  i s  a  c e r t a i n  a m o u n t  of  e x c h a n g e  of  t h i s  p r o p e r t y  b e t w e e n  
n e i g h b o r i n g  e l e m e n t s .  I t  i s  s u p p o s e d  t h a t  o v e r  a  c e r t a i n  d o m a i n  t h e  f i e l d  
c a n  b e  t r e a t e d  a s  h o m o g e n e o u s  a n d  s t a t i o n a r y .  W h e n  w e  l o o k  a t  a  p a r t i c u ­
l a r  p o i n t  of  t h e  f i e l d  o r  a t  a  f i x e d  s m a l l  r e g i o n ,  i t  h a s ,  t h e r e f o r e ,  a  s e n s e  
t o  s p e a k  of  t h e  m e a n  v a l u e  of  t h e  c o n c e n t r a t i o n ,  o r  of  t h e  t e m p e r a t u r e ,  e t c . , 
a t  t h a t  p o i n t  o r  i n  t h a t  r e g i o n .  I n  t h e  c a s e  of  i m p o r t a n c e  t h i s  m e a n  v a l u e  
i s  n o t  c o n s t a n t  t h r o u g h o u t  t h e  w h o l e  d o m a i n ,  b u t  h a s  a  c e r t a i n  g r a d i e n t ,  s a y  
i n  t h e  d i r e c t i o n  of  z .  T h e  g r a d i e n t  i s  t r e a t e d  a s  a  c o n s t a n t  o v e r  t h e  d o m a i n .
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I n  t h i s  d o m a i n  n o w ,  a  f i x e d  u n i t  p l a n e  a r e a  n o r m a l  t o  t h e  z - a x i s  i s  c o n s i d e r ­
e d ,  a n d  i t  i s  r e q u i r e d  t o  f i n d  t h e  a v e r a g e  t r a n s p o r t  o f  t h e  s p e c i f i c  p r o p e r t y  
t h r o u g h  t h i s  u n i t  a r e a  i n  u n i t  t i m e .  F o r  t h i s  p u r p o s e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  f i n d  
t h e  E u l e r i a n  m e a n  v a l u e :
a t  t h e  p o i n t s  of  t h e  p l a n e  a r e a ,  w h e r e  w  i s  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  i n  t h e  
z - d i r e c t i o n  of a n  e l e m e n t  of v o l u m e  a t  t h e  i n s t a n t  i t  c r o s s e s  t h e  p l a n e  a r e a  
a n d  c i s  t h e  c o n c e n t r a t i o n  of  t h e  p r o p e r t y  i n  t h e  e l e m e n t  a t  t h e  s a m e  i n ­
s t a n t .  T h e  m e a n  v a l u e  m u s t  b e  t a k e n  o v e r  a l l  e l e m e n t s  of  v o l u m e  c r o s s i n g  
t h e  p l a n e  a r e a ,  e i t h e r  s i m u l t a n e o u s l y  o r  d u r i n g  a  c e r t a i n  p e r i o d  of  s u i t a b l y  
c h o s e n  l e n g t h .
T h e  t h e o r y  t o  b e  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  V w i l l  s h o w  h o w  t h e  v a l u e  of  
t h e  c o n c e n t r a t i o n  c  a t  t h e  i n s t a n t  t  w h e n  t h e  e l e m e n t  of  v o l u m e  c r o s s e s  
t h e  u n i t  a r e a ,  c a n  be  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  e q u a t i o n  g o v e r n i n g  t h e  e x c h a n g e  
p r o c e s s  d u r i n g  i t s  h i s t o r y  p r e v i o u s  t o  t .  T h e  r e s u l t  d e p e n d s  o n  t h e  v e ­
l o c i t y  of  t h e  e l e m e n t  d u r i n g  i t s  h i s t o r y  p r e v i o u s  t o  t  a n d  on  t h e  g r a d i e n t
of  t h e  m e a n  c o n c e n t r a t i o n T h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  i s  o b t a i n e d :
H e r e  λ  i s  a  c o e f f i c i e n t  d e t e r m i n i n g  t h e  r a t e  of  e x c h a n g e  of  t h e  p r o p e r t y  
u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  ( c o n c e n t r a t i o n  of  s u s p e n d e d  m a t e r i a l ,  t e m p e r a t u r e ,  
m o m e n t u m ,  e t c . )  b e t w e e n  n e i g h b o r i n g  e l e m e n t s  o f  v o l u m e .  S i n c e  i n  t h e  
c a s e  t r e a t e d  t h e  m e a n  v a l u e  of  w  i t s e l f  a t  t h e  f i x e d  p l a n e  a r e a  i s  a s s u m e d  
t o  b e  z e r o ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  o f  w  c i s  g i v e n  by :
H e r e  u n d e r  t h e  i n t e g r a l  s i g n  o c c u r s  t h e  m e a n  v a l u e , w h i c h
b y  i t s  d e f i n i t i o n  i s  a  E u l e r i a n  m e a n  v a l u e ,  s i n c e  i t  m u s t  b e  d e t e r m i n e d  a t  
a  d e f i n i t e  l o c a t i o n  of t h e  f i e l d  ( th e  u n i t  p l a n e  a r e a ) ,  f o r  a l l  e l e m e n t s  of  
v o l u m e  w h i c h  c r o s s  t h i s  p l a n e  a r e a  d u r i n g  a  c e r t a i n  l e n g t h  of  t i m e .  T h e  
t w o  f a c t o r s  of  t h e  p r o d u c t ,  h o w e v e r ,  r e f e r  t o  t h e  v e l o c i t i e s  of  a  s i n g l e
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e l e m e n t  of  v o l u m e  a n d  t h u s  r e f e r  t o  i t s  h i s t o r y  i n  t h e  L a g r a n g i a n  s e n s e .  I t  
i s  e v i d e n t ,  t h e r e f o r e ,  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  w i l l  d e p e n d  o n  t h e  L a g r a n g i a n  v e ­
l o c i t y  c o r r e l a t i o n  f o r  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e .
T h e  c u s t o m a r y  a s s u m p t i o n  n o w  i s  t h a t ,  w h e n  t h e  f i e l d  c a n  b e  t r e a t e d  
a s  h o m o g e n e o u s  o v e r  a  c e r t a i n  d o m a i n ,  i t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  k e e p  s t r i c t l y  
t o  t h e  i n s t a n t s  a t  w h i c h  t h e  e l e m e n t s  of  v o l u m e  c r o s s  t h e  u n i t  p l a n e  a r e a .
If w e  t a k e  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  e l e m e n t s  s h o r t l y  b e f o r e  o r  s h o r t l y  a f t e r  t h e  
i n s t a n t  of  c r o s s i n g ,  t h e  d e g r e e  of  c o r r e l a t i o n  w i l l  n o t  m a t e r i a l l y  d i f f e r .
W e m a y  s a y ,  t h e r e f o r e ,  t h a t  w h a t  w e  n e e d  i s  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  
f o r  t h e  e l e m e n t s  of v o l u m e  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  of  t h e  u n i t  
p l a n e  a r e a ,  w i t h o u t  f u r t h e r  q u a l i f i c a t i o n .  We s h a l l  m a k e  u s e  of  t h i s  
r e a s o n i n g  i n  S e c t i o n  31 .
A d d i t i o n a l  R e m a r k .  W e  w i l l  c o m e  b a c k  t o  on e  d i f f i c u l t y  c o n c e r n i n g  
t h e  r e l a t i o n s  b e t w e e n  L a g r a n g i a n  a n d  E u l e r i a n  m e a n  v a l u e s .  I n  c e r t a i n  
c a s e s  i t  m i g h t  b e  d e s i r a b l e  t o  h a v e  a  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  m i c r o - t i m e s c a l e s ,  
t o  be  d e d u c e d  f r o m  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  a n d  f r o m  t h e  E u l e r i a n  t i m e  
c o r r e l a t i o n .  A c c o r d i n g  to  t h e  e q u a t i o n s  of  S e c t i o n  12 ,  t h i s  w o u l d  r e q u i r e  
a  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  m e a n  v a l u e s  o f  ( d v / d t ) 2 a n d  (∂ v / ∂ t ) 2 . N o w  w e  h a v e  
t h e  w e l l  k n o w n  r e l a t i o n :
w h e r e  d v / d t  i s  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  a l o n g  t h e  p a t h  of a n  e l e m e n t  of  v o l u m e  
i n  t h e  L a g r a n g i a n  s e n s e ,  a n d  ∂ v / ∂ t  i s  t h e  l o c a l  t i m e  d e r i v a t i v e  i n  t h e  
E u l e r i a n  d e s c r i p t i o n .  S q u a r i n g  o n  b o t h  s i d e s :
I t  l o o k s  a s  i f  t h i s  e q u a t i o n  c a n  b e  a p p l i e d  t o  o b t a i n  a  r e l a t i o n  b e t w e e n
B u t  w h e n  i t  i s  n o t e d  t h a t  t h e  f i r s t  m e a n  v a l u e  m u s t  
b e  d e t e r m i n e d  a l o n g  a  p a t h  a n d  t h e  s e c o n d  one  a t  a  g i v e n  p o i n t ,  i t  w i l l  be  
e v i d e n t  t h a t  a  d i r e c t  c a l c u l a t i o n  of  b o t h  q u a n t i t i e s  b y  m e a n s  of a  s i n g l e  
p r o c e s s  c a n n o t  be  c a r r i e d  o u t .
a n d
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C H A P T E R  II
A p p e n d i x
C o n c e r n i n g  S o m e  A p p l i c a t i o n s  of  P r o b a b i l i t y  F u n c t i o n s
I n  c e r t a i n  c a s e s  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  c o n s i d e r  a  f i e l d  o f  m o t i o n  a s  a n  
i n s t a n c e  of  a n  e n s e m b l e  of  s i m i l a r  f i e l d s .  A l l  f i e l d s  of  t h e  e n s e m b l e  w i l l  
b e  o f  t h e  s a m e  g e o m e t r i c a l  c h a r a c t e r  a n d  a r e  s u b j e c t e d  to  t h e  s a m e  s y s ­
t e m  of  f o r c e s ;  t h e y  h a v e  i d e n t i c a l  m e a n  v a l u e s  f o r  t h e  v e l o c i t y  of  f l o w ,  e t c . ,  
a n d  a r e  i d e n t i c a l  i n  t h e i r  s t a t i s t i c a l  b e h a v i o r ,  b u t  t h e y  d i f f e r  i n  i n d i v i d u a l  
v a l u e s .  T h i s  m e a n s  t h a t  i f  w e  c o n s i d e r  t h e  v a l u e  of  v  f o r  f i x e d  v a l u e s  of 
t h e  c o o r d i n a t e s  a n d  t h e  t i m e  ( s a y ,  f o r  f i x e d  v a l u e s  o f  y  a n d  t ) i n  a l l  t h e s e  
f i e l d s ,  v  w i l l  v a r y  i n  a  r a n d o m  w a y  f r o m  one  f i e l d  t o  t h e  n e x t .  T h e  v a l u e s  
o f  v , h o w e v e r ,  c a n n o t  be  c o m p l e t e l y  a r b i t r a r y  s i n c e  t h e  b e h a v i o r  of  t h e  
f i e l d  i s  g o v e r n e d  b y  p h y s i c a l  l a w s ;  h e n c e  t h e y  m u s t  b e  s u b j e c t e d  t o  s o m e  
p r o b a b i l i t y  l a w .
I t  i s  i m p o s s i b l e  h e r e  t o  g i v e  a n  a d e q u a t e  t r e a t m e n t  of  t h e  a p p l i c a ­
t i o n  of  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n s  t o  e n s e m b l e s ;  w e  w i l l  r e s t r i c t  o u r  a t t e n t i o n  
t o  a  f e w  e x a m p l e s  i n  t h e  h o p e  t h a t  t h e y  m a y  i l l u s t r a t e  s o m e  of  t h e  m a i n  
i d e a s .
T o  t a k e  a  s i m p l e  c a s e  f i r s t :  I t  m a y  b e  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  i n  
a n y  o n e  of  t h e  f i e l d s  of  t h e  e n s e m b l e ,  f o r  g i v e n  y  a n d  t ,  t h e  v e l o c i t y  v  
w i l l  h a v e  a  v a l u e ,  s a y  b e t w e e n  v  a n d  v  + d v ,  g i v e n  b y  a  G a u s s i a n  f u n c ­
t i o n :
H e r e  a  a n d  vo a r e  c o n s t a n t s ,  t h e  l a t t e r  o n e  g i v i n g  t h e  m e a n  v a l u e  of  v , 
t h e  f o r m e r  on e  c o n n e c t e d  w i t h  i t s  s p r e a d i n g .  B o t h  a  a n d  v o c a n  be
f u n c t i o n s  of  y  a n d  t ,  d e p e n d i n g  on  t h e  p h y s i c a l  l a w s  g o v e r n i n g  t h e  f i e l d .
I f  w e  s h o u l d  k n o w  t h e  f o r m  of  t h e s e  f u n c t i o n s ,  w e  c o u l d  f i n d  t h e  m e a n
v a l u e  of  v  a n d  t h e  a m p l i t u d e  of  i t s  f l u c t u a t i o n s  a r o u n d  t h e  m e a n  v a l u e
f o r  a l l  p o i n t s  y  a n d  a l l  i n s t a n t s  t . I n  m a n y  c a s e s  t h i s  w i l l  f o r m  a
s a t i s f a c t o r y  s t a t i s t i c a l  d e s c r i p t i o n  of  t h e  f i e l d .  T h e  m e a n  s q u a r e  v a l u e
of  t h e  d e v i a t i o n  of  v  f r o m  i t s  m e a n  v a l u e  vo i s  f o u n d  t o  b e :
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I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  w h e r e  t h e  f i e l d  i s  s t a t i o n a r y  a n d  h o m o g e n e o u s ,
a  a n d  v o w o u l d  b e  i n d e p e n d e n t  of  y  a n d  t .  I f  t h e  m e a n  v a l u e  of  v  i s  z e r o ,
vo m u s t  b e  z e r o . 
In  t h e  d e s c r i p t i o n  b y  m e a n s  o f  a  s i n g l e  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  f o r  e a c h  
p o i n t  y ,  t  s o m e t h i n g  n e v e r t h e l e s s  i s  l a c k i n g .  I t  d o e s  n o t  g i v e  i n f o r m a ­
t i o n  a b o u t  t h e  p o s s i b i l i t y  of  c o r r e l a t i o n s  b e t w e e n  s i m u l t a n e o u s  v a l u e s  of  v  
a t  d i f f e r e n t  p o i n t s  of t h e  s a m e  f i e l d ,  o r  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  v a l u e s  of  v  a t  
a  s i n g l e  p o i n t  of  a  f i e l d .  I f  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  of  t h e  t y p e  g i v e n  a b o v e  
w o u l d  e m b o d y  a l l  o u r  k n o w l e d g e ,  w e  w o u l d  b e  l e d  t o  a s s u m e :
f o r  η o r  τ ,  o r  b o t h ,  d i f f e r i n g  f r o m  z e r o .
F r o m  t h e  p h y s i c a l  p o i n t  of  v i e w  i t  i s  a b s u r d  t o  i m a g i n e  t h a t  t h e  v e ­
l o c i t y  c o u l d  c h a n g e  f r o m  p o i n t  t o  p o i n t  o r  f r o m  i n s t a n t  t o  i n s t a n t  w i t h o u t  
a n y  r e s t r i c t i o n ,  e v e n  w h e n  t h e  p o i n t s  o r  t h e  i n s t a n t s  a r e  v e r y  c l o s e  t o ­
g e t h e r .  H e n c e  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  a  s a t i s f a c t o r y  d e s c r i p t i o n  i n  t e r m s  o f  
p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n s ,  m o r e  c o m p l i c a t e d  e x p r e s s i o n s  a r e  n e c e s s a r y .
I n  m a n y  c a s e s  w e  c a n  t a k e  a c c o u n t  of  c o r r e l a t i o n s  b y  u s i n g  a  
G a u s s i a n  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  b e a r i n g  o n  t h e  s i m u l t a n e o u s  o c c u r r e n c e  o f  
p a r t i c u l a r  v a l u e s  of  v  a t  t w o  p o i n t s  P1 a n d  P 2 . I f  f o r  s i m p l i c i t y  w e  
a s s u m e  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  o f  v  i s  z e r o  e v e r y w h e r e ,  w e  c a n  u s e  a n  
e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  of  t h e  t y p e :
T h e  c o n s t a n t  f a c t o r  b e f o r e  t h e  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  h a s  b e e n  o m i t t e d  i n  o r ­
d e r  t o  s i m p l i f y  w r i t i n g .  I f  d e s i r e d ,  i t  c a n  b e  r e s t o r e d  b y  o b s e r v i n g  t h a t  
t h e  i n t e g r a l  of  t h e  c o r r e c t l y  w r i t t e n  f u n c t i o n ,  e x t e n d e d  o v e r  a l l  p o s s i b l e  
v a l u e s  of  v1 a n d  v 2 , t h a t  i s  o v e r  a l l  v a l u e s  of  a n d  v 2 f r o m  -  ∞  t o  
+ ∞ , m u s t  b e  e q u a l  t o  u n i t y .  T h e  c o n s t a n t s  a ,  b ,  c i n  t h e  e x p o n e n t  i n  
g e n e r a l  w i l l  b e  fu n c t i o n s  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  y 1 , t 1 , y 2 , t 2 of  t h e  p o i n t s  
P 1 a n d  P 2 . W h e n  t h e  f i e l d  i s  s t a t i s t i c a l l y  h o m o g e n e o u s  a n d  s t a t i o n a r y ,
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t h e y  w i l l  r e d u c e  to f u n c t i o n s  o f  t h e  i n t e r v a l s  η  = y2 -  y 1 ; τ  = t 2 - t 1 .
T h e  m e a n  v a l u e  o f  v12 i s  o b t a i n e d  f r o m  th e  e q u a t i o n :
T h e  i n t e g r a t i o n  i n  b o t h  d o u b l e  i n t e g r a l s  i s  e x t e n d e d  f r o m  - ∞  to  + ∞  f o r  
b o t h  v1 a n d  v2. S i m i l a r  e x p r e s s i o n s  c a n  b e  u s e d  to  f i n d  
T h e  c a l c u l a t i o n  c a n  b e  m a d e  i n  a  r e l a t i v e l y  s i m p l e  w a y ,  i f  w e  i n t r o d u c e  the  
q u a n t i t y :
a n d
T h i s  i n t e g r a l  c a n  b e  f o u n d  m o s t  e a s i l y ,  i f  t h e  e x p o n e n t  o f  t h e  e - f u n c t i o n  i s  
w r i t t e n  a s  a  s u m  o f  s q u a r e s ;  w e  t h e n  h a v e :
N o w  f r o m  th e  o r i g i n a l  e x p r e s s i o n  f o r  ω i t  i s  n o t  d i f f i c u l t  to d e d u c e  t h a t :
I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e i s  g i v e n  b y :
S i m i l a r  f o r m u l a s  a p p l y  to the  o t h e r  tw o  m e a n  v a l u e s .
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I t  i s  p o s s i b l e  t o  c a l c u l a t e  t h e  m e a n  v a l u e s  o f  v 1 2 , v 22 a n d  v 1 v 2 
f r o m  t h e  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  ω .  T h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d :
If a  = c ,  w e  f i n d W h e t h e r  t h i s  i s  t h e  c a s e  o r  n o t ,  w e  c a n  d e ­
f i n e  t h e  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  v 1  a n d  v 2 b y  m e a n s  of:
W h e n  a ,  b ,  c a r e  k n o w n  f u n c t i o n s  of  η a n d  τ , t h i s  e x p r e s s i o n  w i l l  
g i v e  t h e  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  v1 a n d  v 2 a s  a  f u n c t i o n  of  η 
a n d  τ  a n d  w i l l  t h u s  r e p r e s e n t  t h e  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n
I n  t h i s  w a y  a  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  t h e  p r o b a b i l i t y  a n d
c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  i s  o b t a i n e d .
I t  i s  n e c e s s a r y  t o  p o i n t  t o  a n o t h e r  n o t i o n  of i m p o r t a n c e  c o n n e c t e d  
w i t h  t h e  f u n c t i o n  ω. T h i s  f u n c t i o n ,  a s  m e n t i o n e d ,  d e t e r m i n e s  t h e  s i m u l ­
t a n e o u s  p r o b a b i l i t y  t h a t  v 1 , v 2 w i l l  h a v e  c e r t a i n  s p e c i f i e d  v a l u e s .  T h e  
r e l a t i v e  p r o b a b i l i t y  of  v 2 h a v i n g  a  s p e c i f i e d  v a l u e  w h e n  v1 i s  k n o w n ,  i s  
d e t e r m i n e d  by :
I f  a g a i n  w e  o m i t  a  c o n s t a n t  f a c t o r  a n d  g i v e  a t t e n t i o n  t o  t h e  e x p o n e n t i a l  
f u n c t i o n  o n l y ,  t h e  e x p o n e n t i a l  o c c u r r i n g  i n  p ( v 2 ;  v1) h a s  t h e  f o r m :
I t  m u s t  b e  k e p t  i n  m i n d ,  h o w e v e r ,  t h a t  c o r r e c t  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  r e l a ­
t i v e  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  ( l i k e  a l l  o t h e r  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n s )  m u s t  b e  
d e f i n e d  i n  s u c h  a  w a y  t h a t  i t s  i n t e g r a l  o v e r  a l l  v a l u e s  of  v2 f r o m  - ∞  to  
+ ∞  i s  e q u a l  t o  u n i t y .
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O n e  c a n  a l s o  d e f i n e  a  r e l a t i v e  p r o b a b i l i t y  f o r  v1 i f  v 2 w e r e  k n o w n .  
T h e r e  c a n  b e ,  h o w e v e r ,  r e a s o n s  w h i c h  m a k e  i t  m o r e  c o n v e n i e n t  o r  m o r e  
n a t u r a l  t o  c o n s i d e r  v1 a s  a  p r i m a r y  q u a n t i t y  a n d  v 2 a s  a  q u a n t i t y  w h i c h  
i n  s o m e  w a y  i s  d e p e n d e n t  on  v 1 ; t h i s  i s  t h e  c a s e ,  f o r  i n s t a n c e ,  w h e n  v 2 
r e f e r s  t o  a  l a t e r  i n s t a n t  t h a n  v1.
We n o w  go  a  s t e p  f u r t h e r  a n d  c o n s i d e r  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  t h e r e  e x ­
i s t s  a  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  f o r  t h e  s i m u l t a n e o u s  o c c u r r e n c e  of p a r t i c u l a r  
v a l u e s  of  v  a t  t h r e e  d i f f e r e n t  p o i n t s  P 1 , P 2 , P 3 . T h i s  w i l l  e x p r e s s  a n  
i n t e r d e p e n d e n c e  b e t w e e n  t h e  v e l o c i t i e s  a t  t h e s e  t h r e e  p o i n t s .  A s  a n  e x a m p l e  
of  s u c h  a  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  w e  t a k e  t h e  G a u s s i a n  f u n c t i o n :
( a g a i n  o m i t t i n g  a  c o n s t a n t  f a c t o r ) .  T h e  c o n s t a n t s  A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F  i n  
g e n e r a l  w i l l  b e  f u n c t i o n s  of t h e  c o o r d i n a t e s  of  a l l  t h r e e  p o i n t s .  I n  t h e  c a s e  
o f  a  h o m o g e n e o u s  a n d  s t a t i o n a r y  f i e l d  t h e y  r e d u c e  t o  f u n c t i o n s  of t h e  i n t e r ­
v a l s  b e t w e e n  t h e  p o i n t s .
I n  a n  i n t e r e s t i n g  a p p l i c a t i o n  of  s u c h  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n s ,  t o  b e  d i s -  
c u s s e d  i n  t h e  r e s t  of t h i s  A p p e n d i x ,  i t  i s  of i m p o r t a n c e  t h a t  t h e  t h r e e  p o i n t s  
P 1 , P 2 , P 3 a r e  a r r a n g e d  i n  a  d e f i n i t e  o r d e r  s o  t h a t  t h e r e  i s  n o  d o u b t  t h a t  
P 2 i s  b e t w e e n  P1 a n d  P 3. T h i s  w i l l  b e  t h e  c a s e ,  f o r  i n s t a n c e ,  w h e n  t h e y  
r e f e r  t o  t h e  s a m e  i n s t a n t ,  s o  t h a t  t h e y  c a n  b e  a r r a n g e d  a c c o r d i n g  t o  i n ­
c r e a s i n g  v a l u e s  of  y;  o r  w h e n  t h e y  r e f e r  t o  t h e  s a m e  c o o r d i n a t e  y  a n d  c a n  
b e  a r r a n g e d  a c c o r d i n g  t o  i n c r e a s i n g  t i m e .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  l a t t e r  c a s e  i s  
u s e f u l  s i n c e  i t  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  i m a g i n e  t h a t  v 2 i n  s o m e  w a y  d e p e n d s  
o n  v 1 , a n d  v3 e i t h e r  on  b o t h  v1 a n d  v 2 , o r  on  v 2 a l o n e .  We s h a l l  b e  
c o n c e r n e d  w i t h  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e s e  t w o  p o s s i b i l i t i e s .
T h e  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  π1, g i v e n  a b o v e ,  c a n  a g a i n  b e  a p p l i e d  f o r  a  
n u m b e r  of  c a l c u l a t i o n s .  W e o b s e r v e  t h a t  i f  t h e  e x p o n e n t  i s  r e d u c e d  t o  a  s u m  
of  s q u a r e s  (we  o m i t  t h e  d e t a i l s ) ,  t h e  i n t e g r a l  of  π1 o v e r  a l l  v a l u e s  of  v 1 , v 2 , 
v3 f r o m  -  ∞  t o  + ∞  c a n  e a s i l y  b e  o b t a i n e d ;  t h e  r e s u l t  i s :
M e a n  v a l u e s  c a n  n o w  b e  f o u n d  w i t h  t h e  a i d  of a  s i m i l a r  f o r m u l a  a s  h a s  b e e n  
u s e d  b e f o r e ;  f o r  i n s t a n c e
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W h e n  t h e  c a l c u l a t i o n s  a r e  c a r r i e d  o u t  t h e  r e s u l t s  a r e :
We m a y  a s s u m e  t h a t  t h e  m e a n  s q u a r e s  of v 1 , v 2 , v3 a r e  e q u a l , i n  w h i c h  
c a s e  w e  m u s t  h a v e :
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I f  t h i s  c o n d i t i o n  w a s  n o t  f u l f i l l e d  o r i g i n a l l y ,  i t  c a n  b e  a s s u r e d  b y  c h a n g i n g  
t h e  s c a l e s  f o r  v 1 , v 2 , v 3 . ( F o r  t h e  d e d u c t i o n s  f o l l o w i n g  b e l o w ,  i t  i s  n o t  
n e c e s s a r y  t h a t  t h e  c o n d i t i o n  b e  f u l f i l l e d .  )
T h e  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n s  b e t w e e n  p a i r s  o f  v ' s  a r e  g i v e n  by :
O n e  c a n  n o w  a s k  i f  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t  t h e  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  b e ­
t w e e n  v1 a n d  v 3  b e c o m e s  e q u a l  t o  t h e  p r o d u c t  of  t h e  n o r m a l i z e d  c o r r e l a ­
t i o n s  b e t w e e n  v1 a n d  v 2 , v 2 a n d  v 3 , r e s p e c t i v e l y .  I t  s h o u l d  b e  o b s e r v e d  
t h a t  t h i s  i s  n o t  a  c y c l i c  r e l a t i o n ,  a n d  t h a t  i t s  d e f i n i t i o n  r e q u i r e s  t h a t  v 2 
s h a l l  b e  i n t e r m e d i a t e  b e t w e e n  a n d  i n  s o m e  p h y s i c a l  a s p e c t .  T h e  
c o n d i t i o n  r e q u i r e s  β = α γ  a n d  c o m e s  d o w n  t o  t h e  r e l a t i o n :  CΔ  = 0.
S i n c e  t h e  e x p r e s s i o n s  u s e d  p r e s u p p o s e  t h a t  Δ i s  n o t  z e r o ,  t h e  o n l y  s o l u ­
t i o n  i s :  C = 0.
T h i s  r e s u l t  h a s  i m p o r t a n t  c o n s e q u e n c e s ,  b o t h  w i t h  r e g a r d  t o  t h e  n a ­
t u r e  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  a n d  w i t h  r e g a r d  t o  t h e  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n .  
T o  t a k e  t h e  l a t t e r  s u b j e c t  f i r s t ,  i t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  n o w  t h e  p r o b a b i l i t y  
f u n c t i o n  π1 c a n  b e  f a c t o r e d  i n  s u c h  a  w a y  t h a t  o n e  f a c t o r  r e f e r s  t o  v1 
a n d  v 2 , w h i l e  t h e  o t h e r  f a c t o r  r e f e r s  t o  v 2 a n d  v 3 .
W e o b s e r v e  t h a t  a  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  c o n n e c t i n g  t h r e e  v a r i a b l e s  v 1 , 
v 2 ,  v 3  c a n  a l w a y s b e  u s e d  t o  o b t a i n  a  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  c o n n e c t i n g  tw o
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v a r i a b l e s  o n l y ,  b y  i n t e g r a t i n g  t h e  f u n c t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  o m i t t e d  v a r i ­
a b l e  f r o m  -  ∞  t o  + ∞ . I n  t h i s  w a y  w e  c a n  o b t a i n  t h r e e  s e p a r a t e  p r o b a ­
b i l i t y  f u n c t i o n s ,  v i z .  :
c o n n e c t i n g  v 1 , v 2 :
c o n n e c t i n g  v 2 , v 3 :
a n d  c o n n e c t i n g  v1,3:
I n  t h e  c a s e  C = 0,  t h e  f i r s t  t w o  f u n c t i o n s  r e d u c e  to :
N o w  f r o m w e  d e d u c e  t h e  r e l a t i v e  p r o b a b i l i t y  f o r  v3  w h e n  v2  
i s  k n o w n  a n d  o b t a i n  ( e x p o n e n t i a l  f a c t o r  o n l y ) :
We t h e n  f i n d  t h e  d e s i r e d  f a c t o r i z a t i o n  of  π1 :
T o  i n t e r p r e t  t h e  r e s u l t  w e  o b s e r v e  t h a t  a s  a  g e n e r a l  r u l e  p r o b a b i l i t y  
f u n c t i o n s  a r e  m u l t i p l i e d  w h e n  t h e y  r e f e r  t o  m u t u a l l y  i n d e p e n d e n t  p r o b a b i l i t y  
r e l a t i o n s .  I n  t h e  p r e s e n t  c a s e ,  w h e n  v 2 i s  k n o w n ,  t h e r e  i s  a  d e f i n i t e
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p r o b a b i l i t y  f o r  w h i c h  i s  c o m p l e t e l y  i n d e p e n d e n t  of  v 1 .  T h i s  p r o b a ­
b i l i t y  i s  e x p r e s s e d  e i t h e r  b y  t h e  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  ω 2 3  c o n n e c t i n g  v 2
a n d  v 3 ,  o r  b y  t h e  r e l a t i v e  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  p ( v 3 ;  v 2 ) .  A n  i n f l u e n c e  of 
v1 on  v3 i s  o n l y  i n d i r e c t l y  p o s s i b l e  w h e n  v 2 i s  n o t  k n o w n  a n d  w h e n  w e  
m u s t  u s e  t h e  f u n c t i o n  ω 12 t o  f i n d  a  p r o b a b i l i t y  f o r  v 2 a n d  t h e n  t h e  f u n c ­
t i o n  ω 2 3  t o  f i n d  t h e  r e s u l t i n g  p r o b a b i l i t y  f o r  v 3 .  I f  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  
a l l  v a l u e s  a r e  p o s s i b l e  f o r  v 2 ,  t h e r e  r e s u l t s  a  c e r t a i n  p r o b a b i l i t y  c o n ­
n e c t i n g  v3  w i t h  v1 w h i c h  i s  g i v e n  b y  t h e  f u n c t i o n :
a l r e a d y  m e n t i o n e d  b e f o r e .
W e o b s e r v e  t h a t  w h e n  t h e  c o r r e c t  f a c t o r s  a r e  i n s e r t e d  b e f o r e  t h e  
e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n s  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s  h o l d :
a n d :
T h e  r e s u l t  e x p r e s s e d  b y  t h e  f a c t o r i z a t i o n  of  t h e  f u n c t i o n  π 1  i s  o f t e n  
w r i t t e n  i n  a  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  f o r m .  L e t  u s  k e e p  t o  t h e  i d e a  t h a t  P 1, P 2, 
P3 r e p r e s e n t  t h r e e  i n s t a n t s  t1, t 2 ,  t3  ( f o l l o w i n g  e a c h  o t h e r  i n  t h a t  o r d e r )  
a t  t h e  s a m e  p o i n t  of  t h e  f i e l d .  T o  m a k e  t h i s  e x p l i c i t  w e  w r i t e
f o r  t h e  r e l a t i v e  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  f o r  v 2 a t  t h e  i n s t a n t  t 2,  w h e n  i t  i s  
k n o w n  t h a t  t h e  v e l o c i t y  h a d  t h e  v a l u e  v1 a t  t h e  i n s t a n t  t 1. S u c h  a  r e l a ­
t i v e  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  n e e d  n o t  be  b a s e d  o n  t h e  G a u s s i a n  f u n c t i o n ,  b u t  
c a n  a l s o  b e  u s e d  w h e n  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  h a s  a  d i f f e r e n t  f o r m .  
W e a l w a y s  m u s t  h a v e :
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A  s i m i l a r  n o t a t i o n  i s  u s e d  f o r  t h e  o t h e r  r e l a t i v e  p r o b a b i l i t i e s .  I n  t h e  c a s e  
c o n s i d e r e d ,  t h e y  a r e  g i v e n  by:
T h e  r e s u l t  o b t a i n e d  c a n  n o w  b e  e x p r e s s e d  b y  t h e  f o r m u l a :
P h y s i c a l  s y s t e m s  f o r  w h i c h  t h i s  r e l a t i o n  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  r e l a t i v e  
p r o b a b i l i t i e s  h o l d s ,  w h e t h e r  t h e y  a r e  b a s e d  on  a  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n  o r  
n o t ,  a r e  c a l l e d  " M a r k o f f  s y s t e m s "  o r  " M a r k o f f  c h a i n s " .  T h e  p r o p e r t y  b y  
w h i c h  t h e y  a r e  c h a r a c t e r i z e d  i s  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  f o r  t h e  a p p e a r a n c e  of  
a  p a r t i c u l a r  v a l u e  of  t h e  v a r i a b l e  ( i n  o u r  c a s e  t h e  v e l o c i t y  v ) a t  a  g i v e n  i n ­
s t a n t  t ,  i s  f u l l y  d e t e r m i n e d ,  w h e n  t h e  v a l u e  of v  a t  o n e  e a r l i e r  i n s t a n t  i s  
k n o w n .  I t  w i l l  b e  e v i d e n t  t h a t  t h e  i n t e r v a l  b e t w e e n  t h e  t w o  c o n s e c u t i v e  i n ­
s t a n t s  s h o u l d  n o t  b e  t o o  s m a l l ;  t o  e x p r e s s  i t  s o m e w h a t  r o u g h l y ,  t h e  i n t e r v a l  
m u s t  b e  s u f f i c i e n t l y  l o n g  " t o  w i p e  o u t  a n y  i n f l u e n c e  f r o m  v a l u e s  s t i l l  f u r t h e r  
b a c k  i n  t h e  p a s t " .  N e v e r t h e l e s s ,  i n  a  g r o u p  of  m a t h e m a t i c a l  d e d u c t i o n s
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c o n c e r n i n g  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n s  of  t h e  t y p e  c o n s i d e r e d  h e r e ,  d i r e c t e d  t o ­
w a r d s  t h e  c o n s t r u c t i o n  of  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  t i m e  
i n t e r v a l  m a y  b e c o m e  i n f i n i t e l y  s m a l l .  T h i s ,  i n  a  w a y ,  e s t a b l i s h e s  a  c o n ­
f l i c t  b e t w e e n  p h y s i c a l  r e l a t i o n s  a n d  t h e  a p p l i c a t i o n  of  m a t h e m a t i c s  t o  r e p r e ­
s e n t  t h e m  a n d  t o  m a k e  t h e m  a m e n a b l e  t o  c a l c u l a t i o n s ;  c a r e f u l  r e a s o n i n g  i s  
r e q u i r e d  to  f i n d  o u t  h o w  f a r  o n e  m a y  g o  w i t h  t h e  m a t h e m a t i c a l  a s s u m p t i o n .  
T h i s  p o i n t ,  h o w e v e r ,  w i l l  be  l e f t  a s i d e  h e r e  a n d  w e  w i l l  n o t  go  i n t o  t h e s e  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .
We m u s t  s t i l l  c o n s i d e r  t h e  m e a n i n g  of  o u r  r e s u l t  f o r  t h e  c o r r e l a t i o n  
f u n c t i o n .  We h a d  a s s u m e d  t h a t  t h e  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  b e t w e e n  
t h e  v a l u e s  of  v  a t  t h e  i n s t a n t s  P 1 a n d  P3 w a s  e q u a l  t o  t h e  p r o d u c t  of  t h e  
n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n s  b e t w e e n  t h e  v a l u e s  a t  P1 a n d  P 2 , a n d  P 2 a n d  P 3 , 
r e s p e c t i v e l y .  W h e n  t h e  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  i s  d e p e n d e n t  on  th e  
t i m e  i n t e r v a l  o n l y ,  w e  c a n  e x p r e s s  t h i s  r e s u l t  b y  m e a n s  of  t h e  f o r m u l a :
n o r m .  c o r r .  ( τ 1 +  τ 2 ) = n o r m .  c o r r .  ( τ 1) x  n o r m .  c o r r .  ( τ 2 ), 
w h e r e  τ 1 = t 2 -  t 1; τ 2 = t 3 -  t 2 ; a n d  τ 1 + τ 2 = t 3 -  t 1 .
S u c h  a  r e l a t i o n  c a n  o n l y  b e  a s s u r e d  i f  t h e  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  i s  
a  s i m p l e  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  of  t h e  i n t e r v a l :
s i n c e  i t  c a n  d e p e n d  o n l y  on  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of  t h e  i n t e r v a l  τ . H e r e  α i s  a  
c o n s t a n t  i n d e p e n d e n t  of  τ ,  w h i c h  i s  n o t  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p r o d u c t  r u l e ,  b u t  
w h i c h  m u s t  c o m e  f r o m  o t h e r  d a t a .
T h e  f o r m u l a  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  b e ­
c o m e s  u n i t y  w h e n  t h e  i n t e r v a l  i s  z e r o .  T h e  f o r m u l a  d o e s  n o t  s a t i s f y  t h e  c o n ­
d i t i o n  t h a t  t h e  d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  t o  τ  s h o u l d  be  z e r o  f o r  τ  = 0.  I t  c a n ,  
t h e r e f o r e ,  n o t  b e  c o r r e c t  d o w n  t o  τ  = 0.  T h i s  m e a n s  t h a t  s o m e  of  t h e  r e l a ­
t i o n s  w e  h a v e  u s e d ,  i n  p a r t i c u l a r  t h e  p r o d u c t  r e l a t i o n ,  c a n n o t  b e  t r u e  f o r  
e x t r e m e l y  s m a l l  i n t e r v a l s .  W e  h a v e  c o m e  t o  a  s i m i l a r  l i m i t a t i o n  i n  c o n n e c ­
t i o n  w i t h  t h e  d e f i n i t i o n  o f  M a r k o f f  s y s t e m s .  T h e  r e l a t i o n s  c o n s i d e r e d  h e r e  
c o n s e q u e n t l y  c a n  b e  v a l i d  o n l y  f o r  i n t e r v a l s  ( t i m e  i n t e r v a l s ,  o r  o t h e r  i n t e r v a l s  
e x c e e d i n g  a  c e r t a i n  t h r e s h o l d ,  b u t  w i t h  t h i s  r e s t r i c t i o n  t h e y  a r e  of  g r e a t  i m ­
p o r t a n c e  f o r  c e r t a i n  p h y s i c a l  s y s t e m s .
W e  s h a l l  s e e  i n  C h a p t e r  IV  t h a t  a  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  of  t h e  e x p o n e n ­
t i a l  t y p e  m e n t i o n e d  a b o v e  i s  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  a  c e r t a i n  a s p e c t  of  t h e  t u r b u ­
l e n t  f l u c t u a t i o n s  of  t h e  v e l o c i t y .
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C H A P T E R  I II
T h e  S p e c t r u m  o f  a  T u r b u l e n t  F i e l d
15.  W e  h a v e  s e e n  t h a t  t h e  E u l e r i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  g i v e s  i n f o r ­
m a t i o n  a b o u t  c o n n e c t i o n s  i n  t h e  f i e l d  of  f l o w  e x t e n d i n g  o v e r  s p a c e  a n d  t i m e .  
T h i s  b r i n g s  u s  t o  t h e  p r o b l e m  of  t h e  s t r u c t u r e  of  t h e  f i e l d  a t  a  g i v e n  i n s t a n t .  
V a r i o u s  m e t h o d s  a r e  a v a i l a b l e  f o r  a n a l y z i n g  t h e  g e o m e t r i c a l  p a t t e r n  of  t h e  
m o t i o n .  W e s h a l l  c o n s i d e r  t w o  of  t h e m .
F o r  s i m p l i c i t y ,  w e  c o n s i d e r  a  t u r b u l e n t  f i e l d  w i t h o u t  m e a n  m o t i o n  
a n d  a s s u m e  t h e  t u r b u l e n c e  t o  b e  h o m o g e n e o u s  i n  s p a c e .  I t  d o e s  n o t  m a k e  
m u c h  d i f f e r e n c e  i f  w e  s t a r t  w i t h  a  t h r e e - d i m e n s i o n a l  f i e l d ,  b u t  i n  f u r t h e r  
w o r k  i t  i s  s i m p l e r  t o  r e s t r i c t  o u r s e l v e s  t o  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  c a s e  a n d  t o  
p o s t p o n e  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  f i e l d s .
O n e  m e t h o d  ( a p p l i e d  b y  v o n  W e i z s ä c k e r  a n d  o t h e r s )  s t a r t s  f r o m  t h e
i d e a  of  t a k i n g  a v e r a g e  v a l u e s  o f  t h e  v e l o c i t i e s  o v e r  d o m a i n s  of  d e c r e a s i n g
d i m e n s i o n s .  W e i m a g i n e  a  s c a l e  of  l e n g t h s  L 0 , L 1 , L 2 , L 3 .  .  .  .  .  ,  i n
w h i c h  L 0 i s  l a r g e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  l a r g e s t  e d d i e s  w h i c h  o b s e r v a t i o n  m a y
d i s c l o s e  i n  t h e  f i e l d ,  w h i l e  e v e r y  s u c c e e d i n g  t e r m  of  t h e  s e r i e s  i s  o b t a i n e d
b y  t a k i n g  l / 2  o f  i t s  p r e d e c e s s o r .  W e n o w  a s s o c i a t e  w i t h  e v e r y  p o i n t  x , y ,  z
of  t h e  f i e l d  a  s e r i e s  of  v e l o c i t i e s  Un , Vn , Wn , o b t a i n e d  b y  a v e r a g i n g  t h e
v a l u e s  o f  t h e  a c t u a l  v e l o c i t i e s  a r o u n d  t h i s  p o i n t  o v e r  a  v o l u m e  of  m a g n i t u d e  
L n3, h a v i n g  i t s  c e n t e r  a t  x , y ,  z .  I t  c a n  b e  e x p e c t e d  t h a t  w h e n  L 0 i s  l a r g e  
e n o u g h ,  t h e  v a l u e s  o f  U0 , V 0 , W 0 w i l l  b e  z e r o  f o r  e v e r y  p o i n t  x , y ,  z ,  s o  
t h a t  a v e r a g i n g  o v e r  a  v o l u m e  L 03 o b l i t e r a t e s  a l l  d e t a i l s  f r o m  t h e  f i e l d .  
W h e n  w e  go  d o w n  t h e  s c a l e ,  r e s u l t s  w i l l  b e  o b t a i n e d  w h i c h  d i f f e r  f r o m  z e r o ,  
a n d  g r a d u a l l y  m o r e  a n d  m o r e  d e t a i l s  of  t h e  f i e l d  w i l l  b e c o m e  a p p a r e n t  s o  
t h a t  t h e  p i c t u r e  a r r i v e d  a t  w i l l  b e c o m e  m o r e  a n d  m o r e  p r e c i s e .  T h i s  w i l l  
n o t  go  o n  i n d e f i n i t e l y .  We m u s t  e x p e c t  t h a t  w h e n  w e  h a v e  c o m e  to  a  c e r ­
t a i n  s m a l l  l e n g t h ,  s a y  L N , d e p e n d i n g  on  t h e  n a t u r e  of  t h e  f i e l d  b u t  i n  a l l  
n o r m a l  c a s e s  l a r g e  c o m p a r e d  w i t h  m o l e c u l a r  d i s t a n c e s ,  a  f u r t h e r  s u b ­
d i v i s i o n  w i l l  n o t  r e v e a l  n e w  d e t a i l s .  T h i s  m e a n s  t h a t  t h e r e  i s  a  c e r t a i n  
m i n i m u m  s c a l e  i n  t h e  p a t t e r n  of  m o t i o n ,  s o  t h a t  t h e  m o t i o n  s h o w s  c o m ­
p l e t e  c o h e r e n c e  o v e r  d i s t a n c e s  of  t h e  o r d e r  L N o r  s m a l l e r ,  w h i c h  s t i l l  r e ­
m a i n s  f a r  f r o m  t h e  m o l e c u l a r  f i e l d .  T h e  p r e s e n c e  of  a  " g a p "  b e t w e e n  t h e  
p a t t e r n  of  t h e  h y d r o d y n a m i c  f i e l d  a n d  t h e  m o l e c u l a r  s t r u c t u r e  w a s  a l r e a d y
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p o i n t e d  o u t  b y  O s b o r n e  R e y n o l d s  i n  h i s  c l a s s i c a l  p a p e r  on  t u r b u l e n c e .  I t  
w a s  c o n s i d e r e d  b y  h i m  a s  a  c o r n e r s t o n e  of  g r e a t  i m p o r t a n c e  i n  t h e  a n a l y s i s .
I t  c a n  b e  o b s e r v e d  t h a t  t h e  m i n i m u m  s c a l e  m e n t i o n e d  h e r e  i s  c o n ­
n e c t e d  w i t h  t h e  m i c r o s c a l e  λ d e f i n e d  b y  E q .  ( 1 2 ) of  t h e  p r e c e d i n g  c h a p t e r .  
A c t u a l l y  L N m u s t  b e  s m a l l e r  t h a n  λ.
A l l  t h e s e  c a l c u l a t i o n s  of  a v e r a g e s  r e f e r  t o  on e  s i n g l e  i n s t a n t  of  t i m e .
T h e  a n a l y s i s  c a n  b e  p e r f o r m e d  f o r  a  s e r i e s  of  i n s t a n t s  of  t i m e ,  s o  t h a t  a t
e v e r y  p o i n t  of  t h e  f i e l d  w e  m a y  o b t a i n  Un , Vn , Wn a s  f u n c t i o n s  of  t h e  t i m e .
W e n o w  i n t r o d u c e  a  s e r i e s  of  " c o m p o n e n t  f i e l d s "  d e f i n e d  b y  th e  
f o r m u l a s
T h i s  m e a n s  t h a t  t h e  f i e l d  u n , v n , w n g i v e s  t h e  d e t a i l s  w h i c h  w e r e  n o t  y e t
a p p a r e n t  i n  Un - 1 , Vn - 1 , Wn - 1 , b u t  w h i c h  a r e  g i v e n  b y  Un , Vn , Wn .
E v e r y  c o m p o n e n t  f i e l d  t h u s  a d d s  f u r t h e r  d e t a i l s  t o  t h e  p i c t u r e .
F r o m  w h a t  h a s  b e e n  s a i d  c o n c e r n i n g  t h e  b e h a v i o r  of  Un , Vn , Wn
f o r  l a r g e  n  ( i n  p a r t i c u l a r  f o r  n  > N ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  c o m p o n e n t  f i e l d s
u n , v n , w n b e c o m e  z e r o  f o r  n  >  N .  
I f  f u r t h e r  w e  d e f i n e :
w e  c a n  w r i t e  f o r  a n y  n :
In  t h i s  w a y  w e  c a n  s a y  t h a t  t h e  f i e l d  of  m o t i o n ,  a s  o b s e r v e d  t o  a n y  p r e ­
s c r i b e d  d e g r e e  of  p r e c i s i o n ,  i s  b u i l t  u p  f r o m  c o m p o n e n t  f i e l d s  u n , v n ,  w n , 
e a c h  c o m p o n e n t ,  a s  m e n t i o n e d ,  a d d i n g  a  c e r t a i n  a m o u n t  o f  d e t a i l .
A l l  t h e s e  c a l c u l a t i o n s  o f  a v e r a g e s  a n d  t h e  a n a l y s i s  b u i l t  u p o n  t h e m
r e f e r  t o  one  s i n g l e  i n s t a n t  o f  t i m e .  T h e  a n a l y s i s  c a n  b e  p e r f o r m e d  f o r  a
s e r i e s  of  i n s t a n t s ,  a n d  i n  t h i s  w a y  w e  c a n  o b t a i n  U n,  V n,  W n,  o r  u n,  v n,  w n,
a s  f u n c t i o n s  of  t h e  t i m e .
T h e  a n a l y s i s  of  t h e  f i e l d  c a n  n o w  b e  u s e d  a s  a  b a s i s  f o r  a  d e s c r i p t i o n
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of  v a r i o u s  c h a r a c t e r i s t i c  f e a t u r e s  of  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n .  O n e  of  t h e s e  f e a ­
t u r e s  i s  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  of  t h e  m o t i o n .  H e r e ,  h o w e v e r ,  w e  e n c o u n t e r  a  
d i f f i c u l t y .  W e c a n  c a l c u l a t e  t h e  m e a n  k i n e t i c  e n e r g y  f o r  e a c h  of  t h e  c o m p o ­
n e n t  f i e l d s  b y  i n t e g r a t i n g  t h e  q u a n t i t y
o v e r  t h e  f i e l d .  H o w e v e r ,  o n e  c a n n o t ,  i n  g e n e r a l ,  e x p e c t  t h a t  t h e  m e a n  
k i n e t i c  e n e r g y  f o r  t h e  a c t u a l  f i e l d  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  s u m m i n g  t h e  e n e r g i e s  
of  t h e  c o m p o n e n t  f i e l d s .  T h i s  w i l l  o n l y  b e  t h e  c a s e  i f  a l l  i n t e g r a l s  of  t h e  
t y p e
w o u l d  b e  z e r o ,  f o r  e v e r y  n  a n d  m .  T h e r e  m a y  b e  f i e l d s  f o r  w h i c h  t h i s  i s  
( e i t h e r  e x a c t l y ,  o r  a p p r o x i m a t e l y )  t r u e ,  b u t  i t  i s  n o t  e a s y  t o  s t a t e  w h i c h  
c o n d i t i o n s  m u s t  b e  s a t i s f i e d  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h i s  r e s u l t .  I n  m o s t  c a s e s  
t h e  r e s u l t  w i l l  n o t  a p p l y .
O n e  c o u l d  c a l c u l a t e  t h e  m e a n  k i n e t i c  e n e r g y  f o r  e a c h  f i e l d  Un , Vn , Wn ,
a n d  t h e n  t a k e  t h e  d i f f e r e n c e s  of  t h e  v a r i o u s  v a l u e s  a s  e n e r g i e s  t o  be  a s s o ­
c i a t e d  w i t h  t h e  c o m p o n e n t  f i e l d s ,  b u t  t h i s  p r o c e d u r e  i s  n o t  s a t i s f a c t o r y  
e i t h e r .  P e r h a p s  t h e  m e t h o d  i n d i c a t e d  f i r s t  m a y  e v e n  g i v e  a  b e t t e r  a p p r o x i ­
m a t i o n .  I t  c a n  b e  u s e d  a t  a n y  r a t e  t o  o b t a i n  a  p r o v i s i o n a l  p i c t u r e  of  t h e  
d i s t r i b u t i o n  of  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o v e r  t h e  c o m p o n e n t  f i e l d s ,  t h a t  i s  o f  t h e  
" s p e c t r u m "  of  t h e  g i v e n  t u r b u l e n t  m o t i o n .
I t  i s  f o r  t h i s  r e a s o n  t h a t  i n  m a t h e m a t i c a l  w o r k  on  t h e  s t r u c t u r e  of t h e  
t u r b u l e n t  f i e l d  p r e f e r e n c e  i s  g i v e n  to  o t h e r  m e t h o d s  of  a n a l y s i s ,  b a s e d  on  
t h e  a p p l i c a t i o n  of  a  s y s t e m  of  s o - c a l l e d  " o r t h o g o n a l  f u n c t i o n s " .  T h e s e  
f u n c t i o n s  s a t i s f y  t h e  p r o p e r t y  t h a t  i n t e g r a l s  of  t h e  t y p e  c o n s i d e r e d  a b o v e ,  
t h a t  i s ,  o v e r  t h e  p r o d u c t  of  t w o  c o m p o n e n t  f i e l d s ,  e x a c t l y  v a n i s h .  T h e  
m e t h o d  m o s t  i n  u s e  i s  t h a t  of  t h e  F o u r i e r  a n a l y s i s .
16. A p p l i c a t i o n  of  F o u r i e r  a n a l y s i s .  R e s t r i c t i n g  t o  a  s i n g l e  c o o r ­
d i n a t e ,  f o r  w h i c h  w e  w i l l  t a k e  y,  w e  r e p r e s e n t  t h e  v e l o c i t y  v ( y ,  t ) ,  i n  t h e  
E u l e r i a n  d e s c r i p t i o n ,  f o r  a  g i v e n  i n s t a n t  t  b y  m e a n s  of a  F o u r i e r  i n t e ­
g r a l :
( 1)
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w h e r e  i = √ - 1 .  T h e  f u n c t i o n  φ(k )  i s  c a l l e d  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n ;  i t  
w i l l  b e  a  c o m p l e x  f u n c t i o n  w h i c h  m u s t  s a t i s f y  t h e  r e l a t i o n  φ ( - k) = φ* (k ) ,  
t h e  a s t e r i s k  d e n o t i n g  t h e  c o m p l e x  c o n j u g a t e ,  s i n c e  o t h e r w i s e  v  w o u l d  n o t  
b e  a  r e a l  f u n c t i o n .  T h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  w i l l ,  of  c o u r s e ,  b e  a  f u n c t i o n  of  
t h e  t i m e .  T h e  e q u a t i o n s  o f  t h i s  s e c t i o n  a n d  of  t h e  n e x t  o n e ,  h o w e v e r ,  r e f e r  
t o  a  s i n g l e  i n s t a n t  of  t i m e .
T h e  i n t r o d u c t i o n  o f  a  F o u r i e r  i n t e g r a l  b r i n g s  a  n e w  d i f f i c u l t y .  F o u r i e r  
i n t e g r a l s  c a n  b e  d e f i n e d  o n l y  f o r  f u n c t i o n s  w h i c h  v a n i s h  a t  i n f i n i t y  i n  s u c h  a  
w a y  t h a t  t h e i r  s q u a r e s  a d m i t  a  f i n i t e  i n t e g r a l .  S i n c e  w e  a r e  c o n s i d e r i n g  
t u r b u l e n c e  h o m o g e n e o u s  i n  s p a c e ,  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  v  m u s t  be  
t h e  s a m e  i n  e v e r y  d o m a i n  of  t h e  y - a x i s ,  w h e t h e r  t h i s  i s  n e a r  t o  t h e  o r i g i n  
o r  f a r  a w a y .  C o n s e q u e n t l y  y2  w i l l  h a v e  a  m e a n  v a l u e  w h i c h  i s  t h e  s a m e  
e v e r y w h e r e ,  a n d  i t s  i n t e g r a l  w i l l  b e  d i v e r g e n t .
T o  o v e r c o m e  t h i s  d i f f i c u l t y  o n e  u s u a l l y  a s s u m e s  t h a t  w e  c a n  r e s t r i c t  
t h e  a n a l y s i s  t o  t h e  v a l u e s  of  v  w i t h i n  a  f i n i t e  d o m a i n ,  s a y  w i t h i n  t h e  p a r t  
of  t h e  y - a x i s  f r o m  -  M  t o  + M ,  w h i l e  o u t s i d e  t h i s  d o m a i n  v  i s  r e p l a c e d  
b y  z e r o .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  F o u r i e r  i n t e g r a l  w i l l  n o w  g i v e  t h e  v a l u e s  of  v  
w i t h i n  t h i s  d o m a i n  o n l y ,  b u t  i f  M i s  l a r g e ,  t h e  i n t e g r a l  e x p r e s s i o n  w i l l  b e  
s u f f i c i e n t l y  r e p r e s e n t a t i v e .  T h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  φ (k)  i s  t h e n  o b t a i n e d  
f r o m  t h e  i n v e r s e  f o r m u l a :
(2)
F o r  t h e  p r o o f  o f  t h i s  r e l a t i o n  w e  m u s t  r e f e r  t o  t e x t b o o k s  on  F o u r i e r  a n a l y s i s .
B e f o r e  d i s c u s s i n g  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  c o n n e c t e d  w i t h  
f o r m u l a  ( 1), w e  w i l l  c o n s i d e r  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n .
17 .  F o r m u l a  ( 1) c a n  b e  a p p l i e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  E u l e r i a n  c o r r e l a t i o n  
f u n c t i o n  S 1 (η ) = v 1(y) v 2 (y  + η),  a s  d e f i n e d  b y  E q .  (5 ) ,  C h a p t e r  I I ,  p . 24 .
W e  f o r m :
T h i s  e x p r e s s i o n  w i l l  b e  v a l i d  s o  l o n g  a s  b o t h  y  i t s e l f  a n d  y  + η a r e  w i t h i n
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t h e  d o m a i n  f r o m  -  M  t o  + M .  S i n c e  w e  c a n  e x p e c t  t h a t  t h e  c o r r e l a t i o n  w i l l  
b e c o m e  t o  z e r o ,  w h e n  η e x c e e d s  a  c e r t a i n  l i m i t ,  w e  c a n  r e s t r i c t  t o  t h e  
c o n s i d e r a t i o n s  of  v a l u e s  of  η b e l o w  t h i s  l i m i t .  I f  t h e n  w e  c h o o s e  M  v e r y  
m u c h  l a r g e r  t h a n  t h i s  l i m i t ,  w e  do  n o t  m a k e  a  g r e a t  e r r o r  i f  w e  s a y  t h a t  
t h e  e x p r e s s i o n  i s  v a l i d  w h e n  - M  < y < + M .  C o n s e q u e n t l y ,  w e  c a n  o b t a i n  
t h e  m e a n  v a l u e  v 1 v 2 b y  i n t e g r a t i n g  t h e  e x p r e s s i o n  o v e r  y  f r o m  - M  to  
+ M  a n d  d i v i d i n g  t h e  r e s u l t  b y  2 M .  A c t u a l l y  w e  t a k e  t h e  i n t e g r a t i o n  l i m i t s  
a s  -  M 1 a n d  + M 1 w h e r e  > M .  T h i s  c a n  a d d  n o t h i n g  t o  t h e  i n t e g r a l ;  
h e n c e  to  o b t a i n  t h e  m e a n  v a l u e  w e  m u s t  s t i l l  d i v i d e  b y  2 M .  T h e  a p p l i c a t i o n  
of  w i d e r  l i m i t s  i n  t h e  i n t e g r a t i o n  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  i n t r o d u c e  a  l i m i t i n g  
p r o c e s s  w h i c h  c o n s i d e r a b l y  s i m i l i f i e s  t h e  r e s u l t .
T h e  i n t e g r a t i o n  g i v e s :
F o r  M 1 →  ∞  t h i s  t r a n s f o r m s  i n t o :
F o r  t h e  p r o o f  w e  a g a i n  r e f e r  t o  t e x t b o o k s .  S i n c e  i n  t h i s  i n t e g r a l  w e  m a y  
j u s t  a s  w e l l  w r i t e  k  f o r  t h e  i n t e g r a t i o n  v a r i a b l e  i n s t e a d  of  k ' ,  w e  o b t a i n :
W e  n o w  w r i t e :
(3)
T h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  c a n  t h e n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  m e a n s  of  t h e  i n t e g r a l :
(4)
I n  c o n n e c t i o n  w i t h  E q .  (3) i t  i s  of  i m p o r t a n c e  t o  o b s e r v e  t h a t  t h e
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a m p l i t u d e  f u n c t i o n  φ(k) d e p e n d s  on  M ,  s i n c e  M o c c u r s  i n  t h e  l i m i t s  of  t h e  
i n t e g r a l  (2) .  On  t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  S 1 b y  i t s  n a t u r e  
m u s t  b e  i n d e p e n d e n t  of  M ,  a n d  t h e  s a m e  m u s t  a p p l y  t o  t h e  f u n c t i o n  Γ (k).
I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  m u s t  be  p r o p o r -
t i o n a l  t o  M ½ . A c c o r d i n g  t o  (2 ) ,  t h e  v a l u e  of  φ (k)  i s  o b t a i n e d  b y  a d d i t i o n  
of  a  l a r g e  n u m b e r  of  v e c t o r s  v (y )  e - i k y , i n  w h i c h  v (y )  v a r i e s  i n c e s s a n t l y  
f r o m  p o s i t i v e  t o  n e g a t i v e  v a l u e s  a n d  v i c e  v e r s a .  T h e  " n u m b e r  o f  t h e s e  
v e c t o r s "  i s  n o t  a  q u a n t i t y  w h i c h  c a n  b e  p r e c i s e l y  d e f i n e d ,  b u t  w e  m a y  
c e r t a i n l y  a s s u m e  t h a t  i t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  M .  T h e  f a c t  t h a t  t h e  r e s u l t i n g
v e c t o r  h a s  a  l e n g t h  p r o p o r t i o n a l  t o  M ½  i s  t h e n  r e l a t e d  t o  s i m i l a r  r e s u l t s  
o b t a i n e d  i n  c a l c u l a t i n g  s u m s  of  a  l a r g e  n u m b e r  of  r a n d o m  p o s i t i v e  a n d  
n e g a t i v e  c o n t r i b u t i o n s ,  a s  f o r  i n s t a n c e  o c c u r s  i n  t h e  p r o b l e m  of  t h e  " r a n d o m  
w a l k " .  H o w e v e r ,  t h e  o n l y  e x a c t  p r o o f  i s  o b t a i n e d  b y  c a l c u l a t i n g  φ (k) f r o m  
f o r m u l a  (3 ) ,  s u p p o s i n g  t h a t  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  S 1( η ) i s  k n o w n  a n d  t h a t  
Γ(k)  i s  d e d u c e d  f r o m  t h e  i n v e r s i o n  of  (4 ) ,  w h i c h  h a s  t h e  f o r m :
(5)
I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  f o r m u l a  (3)  c a n  o n l y  g i v e  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of  φ (k)  
a n d  g i v e s  n o t h i n g  a b o u t  t h e  p h a s e  a n g l e  o f  t h i s  c o m p l e x  q u a n t i t y .  T h e r e  i s  
n o  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  p h a s e  a n g l e ,  u n l e s s  w e  a r e  a b l e  t o  c a l c u l a t e  φ 
d i r e c t l y  f r o m  t h e  i n t e g r a l  (2 ) ,  a n d  i t  m a y  be  t h a t  t h e  p h a s e  a n g l e  b e h a v e s  
v e r y  i r r e g u l a r l y  w h e n  k  c h a n g e s ,  b u t  t h e r e  i s  m o r e  t o  b e  o b s e r v e d .  F o r  
c o n v e n i e n c e  w e  t o o k  t h e  l i m i t s  i n  (2)  a s  - M ,  + M .  H o w e v e r ,  t h e  m e a n  
v a l u e  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  S 1(η ) m u s t  n o t  c h a n g e  i f  w e  s h i f t  t h e  i n t e ­
g r a t i o n  i n t e r v a l  a l o n g  t h e  y - a x i s ,  a n d  u s e  l i m i t s  y o  - M ,  y o + M ,  w h e r e  y o 
m a y  b e  a n y  v a l u e .  H e n c e  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of  φ (k)  m u s t  b e  i n s e n s i t i v e  t o  
s u c h  a  s h i f t ,  b u t  i t  i s  p r o b a b l e  t h a t  t h e  p h a s e  a n g l e  w i l l  b e  i n f l u e n c e d  a n d  i t  
m a y ,  p e r h a p s ,  f l u c t u a t e  v e r y  w i l d l y  w h e n  y o g o e s  t h r o u g h  a  s e r i e s  of  v a l u e s .
W h e n  i n  f o r m u l a  (4) w e  t a k e  η  = 0,  w e  o b t a i n  t h e  m e a n  s q u a r e  of  t h e  
v e l o c i t y  v 2 .  P a s s i n g  t o  t h e  m e a n  k i n e t i c  e n e r g y  a n d  o m i t t i n g  f o r  s i m p l i c i t y
t h e  d e n s i t y  f a c t o r ,  w e  f i n d :
(6)
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T h i s  f o r m u l a  s h o w s  t h a t  w i t h  t h e  a i d  of  t h e  F o u r i e r  a n a l y s i s  w e  h a v e  s u c c e e d ­
e d  i n  r e s o l v i n g  t h e  m e a n  k i n e t i c  e n e r g y  of  t h e  a c t u a l  f i e l d  p e r  u n i t  v o l u m e  
i n t o  s e p a r a t e  c o n t r i b u t i o n s ,  e a c h  r e f e r r i n g  to  a  d e f i n i t e  F o u r i e r  c o m p o n e n t  
of ( s p a t i a l )  f r e q u e n c y  k .
I t  w i l l  be  s e e n  t h a t  t h i s  r e s o l u t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  w i t h o u t  a  d i r e c t  c a l c u ­
l a t i o n  of t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  φ (k)  f r o m  f o r m u l a  (2 ) ,  w h i c h ,  i n  g e n e r a l ,  
w o u l d  be  a  p r a c t i c a l  i m p o s s i b i l i t y .  I t  i s  s u f f i c i e n t  w h e n  w e  k n o w  t h e  c o r r e ­
l a t i o n  f u n c t i o n  S 1( η ) f o r  t h e  f i e l d ,  e i t h e r  f r o m  e x p e r i m e n t a l  r e s e a r c h  o r  b e ­
c a u s e  i t  m a y  be  t h e  o n l y  s t a t i s t i c a l  d a t u m  c o n c e r n i n g  t h e  f i e l d  w h i c h  h a s  b e e n  
g i v e n  t o  u s .  F r o m  S 1( η ) w e  d e d u c e  Γ (k)  b y  m e a n s  of  f o r m u l a  (5) ,  a n d  t h i s  
Γ (k)  g i v e s  u s  w h a t  i s  c a l l e d  t h e  e n e r g y  s p e c t r u m  of  t h e  t u r b u l e n c e ,  d e f i n e d  
w i t h  r e f e r e n c e  t o  a  r e s o l u t i o n  of  t h e  f i e l d  i n t o  s p a t i a l  c o m p o n e n t s .
18. T h e  a n a l y s i s  of  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n s  r e f e r r e d  t o  h a r m o n i c  c o m ­
p o n e n t s  i n  s p a c e  ( c o m p l e x  e x p o n e n t i a l , o r  g o n i o m e t r i c ,  f u n c t i o n s  of  k y ) .  
W h e n  t h e  t u r b u l e n c e  i s  s t a t i o n a r y  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e ,  w e  c a n  m a k e  a  s i m i ­
l a r  r e s o l u t i o n  of  t h e  v e l o c i t y  a t  a n y  p o i n t  of  t h e  f i e l d ,  a s  a  f u n c t i o n  of t h e  t i m e .
I n  o r d e r  n o t  t o  b u r d e n  t h e  n o t a t i o n  t o o  m u c h ,  w e  p a r t i c u l a r l y  u s e  t h e  
s a m e  l e t t e r s  a s  b e f o r e  a n d  r e p l a c e  f o r m u l a  ( 1) by :
( 7 )
w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  φ(ω),  w h i c h  i s  a  d i f f e r e n t  f u n c t i o n  f r o m  t h a t  
o c c u r r i n g  i n  ( 1) , i s  n o w  d e f i n e d  w i t h  r e s p e c t  t o  f r e q u e n c i e s  ω  i n  t i m e .  T h e  
e x p r e s s i o n  w i l l  be  v a l i d  f o r  a  c e r t a i n  l e n g t h  of  t i m e ,  w h i c h  w e  c a n  d e n o t e  b y  
-  T < t  < + T .  I f  w e  r e p l a c e  (3) by :
(8)
( w i t h ,  of c o u r s e ,  a  n e w  f u n c t i o n  Γ ) ,  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  f o r  
t h e  E u l e r i a n  t i m e - c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  S 2 ( τ ):
(9)
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T h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  m e a n  k i n e t i c  e n e r g y  p e r  u n i t  v o l u m e  b e c o m e s :
(10)
I t  i s  t h e  r e s o l u t i o n  i n  t i m e  w h i c h  i s  m o s t  e a s i l y  p e r f o r m e d  i n  t h e  e x ­
p e r i m e n t a l  a n a l y s i s  of  t u r b u l e n t  m o t i o n .  I f  w e  c h a n g e  f r o m  S 2 (τ ) t o  t h e  
n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  S 2 ( τ ) / v2 a n d  i n s t e a d  of  Γ ( ω )  i n t r o d u c e  
F ( n )  = Γ ( ω ) /  2 π v 2 , w h e r e  n  = ω / 2 π , w e  f i n d :
( 1 0 a )
19.  A d d i t i o n a l  o b s e r v a t i o n s .  T h e  m e t h o d  of  r e s o l v i n g  t h e  v e l o c i t y  
f i e l d  w i t h  r e g a r d  t o  f r e q u e n c i e s  i n  s p a c e  c a n  be  u s e d  w h e n e v e r  t h e  f i e l d  i s  
h o m o g e n e o u s .  T h e  r e s o l u t i o n  c a n  t h e n  b e  m a d e  a t  a n y  d e f i n i t e  i n s t a n t ;  t h e  
s p e c t r u m  o b t a i n e d  w i l l  r e f e r  t o  t h a t  s a m e  i n s t a n t .  W h e n  t h e  t u r b u l e n c e  i s  
d e c a y i n g ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e s c r i b e  t h e  d e c a y  b y  f o l l o w i n g  t h e  g r a d u a l  c h a n g e  
of  t h e  s p e c t r u m  w i t h  t i m e .  I t  c a n  b e  f o u n d  t h a t  c e r t a i n  c o m p o n e n t s  d i s a p p e a r  
r a p i d l y ,  w h e r e a s  o t h e r s  m a y  c h a n g e  o n l y  v e r y  g r a d u a l l y  a n d  p e r h a p s  s o m e  of  
t h e m  m a y  f i r s t  s h o w  a  t e m p o r a r y  i n c r e a s e .
T h e  m e t h o d  of  r e s o l v i n g  t h e  v e l o c i t y  w i t h  r e g a r d  t o  f r e q u e n c i e s  i n  t i m e  
c a n  be  u s e d  w h e n e v e r  t h e  f i e l d  i s  s t a t i o n a r y .  T h e  r e s o l u t i o n  c a n  b e  m a d e  
f o r  a n y  p o i n t  of  t h e  f i e l d ,  a n d  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t  t h e  s p e c t r u m  w i l l  c h a n g e  
w h e n  w e  go  f r o m  one  p o i n t  t o  a n o t h e r .  F o r  i n s t a n c e ,  i n  c o n s i d e r i n g  b o u n d ­
a r y  l a y e r  t u r b u l e n c e ,  t h e  s p e c t r u m  w i l l  c h a n g e  w h e n  w e  a p p r o a c h  t h e  w a l l  
o f  t h e  f i e l d .  I n  t h e  c a s e  of  w i n d  t u n n e l  t u r b u l e n c e  p r o d u c e d  b y  a  g r i d ,  w h i c h  
i s  s t a t i o n a r y  i n  t i m e  a n d  w h i c h  i s  o n l y  a p p r o x i m a t e l y  h o m o g e n e o u s  i n  s p a c e ,  
t h e r e  w i l l  b e  a  g r a d u a l  c h a n g e  i n  t h e  s p e c t r u m  w h e n  w e  go f u r t h e r  d o w n ­
s t r e a m ,  t h a t  i s ,  a w a y  f r o m  t h e  g r i d .
W h e n  t h e  f i e l d  i s  b o t h  h o m o g e n e o u s  a n d  s t a t i o n a r y ,  t h e  s p a t i a l  s p e c ­
t r u m  w i l l  be  i n d e p e n d e n t  of  t h e  t i m e  a n d  t h e  t i m e  s p e c t r u m  w i l l  be  t h e  s a m e  
f o r  a l l  p o i n t s .  I n  p r i n c i p l e  i t  i s  t h e n  a l s o  p o s s i b l e  t o  m a k e  a  r e s u l u t i o n  b y  
m e a n s  of a  d o u b l e  F o u r i e r  i n t e g r a l :
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( H )
T h e  r e p r e s e n t a t i o n  s h a l l  b e  v a l i d  f o r  - M  < y <  + M ;  - T  <  t  <  + T ;  o u t ­
s i d e  of  t h i s  d o m a i n  i t  w i l l  g i v e  v = 0 .  W e c a n  t h e n  f o r m  t h e  c o m p l e t e  
E u l e r i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  a n d  o b t a i n :
If  w e  i n t r o d u c e  t h e  f u n c t i o n s :
t h i s  c a n  a l s o  b e  w r i t t e n :
(12)
T h e  f o r m e r  r e s o l u t i o n s  c a n  be  o b t a i n e d  f r o m  t h i s  g e n e r a l  f o r m u l a  b y  c a r r y ­
i n g  o u t  e i t h e r  t h e  i n t e g r a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  ω  o r  t h e  i n t e g r a t i o n  w i t h  r e ­
s p e c t  t o  k .
I t  m u s t  be  o b s e r v e d  t h a t  i n  d e f i n i n g  t h e  s p e c t r u m ,  s o m e t i m e s  a n o t h e r  
p o i n t  of  v i e w  i s  t a k e n .  T h e  F o u r i e r  a n a l y s i s ,  s a y  f o r  t h e  v a l u e  of  v  a s  a  
f u n c t i o n  of t h e  t i m e  a t  a  g i v e n  p o i n t  of  s p a c e ,  i s  m a d e  r e p e a t e d l y  o v e r  a  
s e t  of  c o n s e c u t i v e  p e r i o d s  of  e q u a l  l a r g e  d u r a t i o n  T .  S i n c e  w e  n o w  w o r k  
w i t h  f i n i t e  p e r i o d s ,  w e  c a n  u s e  a  F o u r i e r  s e r i e s  i n s t e a d  of  t h e  i n t e g r a l ,  s o  
t h a t  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  i s  r e p l a c e d  b y  a n  ( i n f i n i t e ,  b u t  e n u m e r a b l e )  s e t  
of  a m p l i t u d e  c o e f f i c i e n t s ,  a s  f o l l o w s :
F o r  e a c h  p e r i o d  T ,  a  n e w  s e t  of  c o e f f i c i e n t s  i s  o b t a i n e d .  C o n s e q u e n t l y ,
w h e n  w e  c o n s i d e r  t h e  c o e f f i c i e n t s  a n , bn of  t h e  n - t h  c o m p o n e n t ,  t h e y  w i l l
s h o w  a  c o l l e c t i o n  of v a l u e s ,  w h i c h  c a n  b e  d e s c r i b e d  b y  a  p r o b a b i l i t y  f u n c ­
t i o n  i f  t h e  c o l l e c t i o n  i s  l a r g e  e n o u g h .  I n  t h i s  w a y  o n e  a r r i v e s  a t  t h e  n o t i o n  
of  a  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  f o r  t h e  s p e c t r a l  a m p l i t u d e s .
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E v i d e n t l y  t h e r e  m u s t  be  a  r e l a t i o n  b e t w e e n  s u c h  a  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  
a n d  t h e  c h a r a c t e r  of t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  φ(k) w h e n  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l  
i s  u s e d ,  b u t  t h e  e x a c t  f o r m u l a t i o n  of  s u c h  a  r e l a t i o n  w i l l  b e  n o  s i m p l e  m a t t e r .
T h e  n o t i o n  of  a  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  f o r  t h e  a m p l i t u d e s  c a n  a l s o  be  
b r o u g h t  f o r w a r d  i f  w e  c o n s i d e r  a n  e n s e m b l e  of  s y s t e m s  a n d  to  e a c h  of  t h e m  
a p p l y  t h e  F o u r i e r  a n a l y s i s .  W e s h a l l ,  h o w e v e r ,  n o t  go  i n t o  t h e s e  p r o b l e m s .
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C H A P T E R  IV
S o m e  E x p e r i m e n t a l  D a t a  o n  t h e  S p e c t r u m  
a n d  o n  C o r r e l a t i o n
20 .  D a t a  on  t h e  s p e c t r u m  r e f e r r i n g  t o  f r e q u e n c i e s  i n  t i m e . *  E x p e r i ­
m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n s  h a v e  m o s t l y  b e e n  m a d e  f o r  t h e  c a s e  of  g r i d - p r o d u c e d  
w i n d  t u n n e l  t u r b u l e n c e ,  w h e r e  w e  h a v e  t o  d o  w i t h  t u r b u l e n c e  d e c a y i n g  in  
t i m e ,  s w e p t  a l o n g  b y  t h e  g e n e r a l  c u r r e n t  i n  t h e  w i n d  t u n n e l  ( w h i c h  h a s  a  
c o n s t a n t  m e a n  v e l o c i t y ) .  F o r  a  m e a s u r i n g  i n s t r u m e n t  f i x e d  i n  s p a c e ,  t h e  
f i e l d  i s  s t a t i s t i c a l l y  s t a t i o n a r y .  W h i l e  t h e  f i e l d  i s  a c t u a l l y  t h r e e - d i m e n ­
s i o n a l ,  t h e  m e a s u r i n g  i n s t r u m e n t  p r a c t i c a l l y  f o l l o w s  o n e  c o m p o n e n t  o n l y  
i n  i t s  d e p e n d e n c e  on  t h e  t i m e  a t  a  f i x e d  p o i n t ,  s a y  u ( t ) .  T h e  c o r r e s p o n d ­
i n g  f r e q u e n c y  s p e c t r u m  F ( n )  i s  d e f i n e d  a s  t h e  f r a c t i o n  of  u 2 c o n t a i n e d  
i n  t h e  ( t i m e )  f r e q u e n c y  b a n d  n , n  + d n ,  a n d  i s  o f t e n  c a l l e d  t h e  " p o w e r  
s p e c t r u m " .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  E u l e r i a n  t i m e - c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n ,  i n  
o u r  n o t a t i o n :  S 2 (τ ), i s  t h e n  g i v e n  by :
S o m e t i m e s  a  f u n c t i o n  Ψ ( τ )  i s  u s e d ,  d e f i n e d  by:
D r y d e n * a l r e a d y  f o u n d  t h a t  t h e  m e a s u r e m e n t s  of  F ( n )  f o r  a  c e r t a i n  
r a n g e  of  f r e q u e n c i e s  c a n  a p p r o x i m a t e l y  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  f u n c t i o n
(a )
*I n  p r e p a r i n g  t h i s  s e c t i o n  u s e  h a s  b e e n  m a d e  of  a  r e p o r t  o n  t h e  S p e c -  
t r u m  of  I s o t r o p i c  T u r b u l e n c e  by  H.  W. L i e p m a n n ,  J .  L a u f e r  a n d  K a t e  
L i e p m a n n .
* * H .  L .  D r y d e n ,  " A  R e v i e w  of  t h e  S t a t i s t i c a l  T h e o r y  of  T u r b u l e n c e , " 
Q u a r t .  A p p l . M a t h e m .  1 , p . 35 ,  19 4 3 .
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If  t h i s  i s  u s e d  up  t o  n  →  ∞  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  b e c o m e s :
(b)
F o r m u l a  ( a ) ,  h o w e v e r ,  c a n n o t  b e  v a l i d  f o r  l a r g e  v a l u e s  of  n . N e v e r ­
t h e l e s s ,  L i e p m a n n ' s  m e a s u r e m e n t s  s h o w e d  t h a t  b y  f a r  t h e  l a r g e s t  p a r t  of  
t h e  t u r b u l e n t  e n e r g y  i s  c o n t a i n e d  i n  a  p o r t i o n  of  t h e  s p e c t r u m  f o r  w h i c h  t h e  
s i m p l e  e x p r e s s i o n  g i v e s  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n .
I t  i s  p r o b a b l e  t h a t  t h e  f o r m u l a  w i l l  n o t  b e  v a l i d  d o w n  t o  n  = 0,  s i n c e  
f i n i t e  v a l u e s  of  F ( n )  d o w n  t o  n  = 0 w o u l d  s e e m  t o  i m p l y  t h e  p r e s e n c e  of  
c o r r e l a t i o n s  e x t e n d i n g  t o  i n d e f i n i t e l y  i n c r e a s i n g  t i m e  i n t e r v a l s  τ .  E x p e r i ­
m e n t a l l y ,  m o s t  m e a s u r i n g  a p p l i a n c e s  c a n n o t  go  f a r  b e l o w  f r e q u e n c i e s  of  1 
p e r  s e c o n d ,  s o  t h a t  n o  r e l i a b l e  d a t a  a r e  a v a i l a b l e  f o r  p e r i o d s  of  a  m i n u t e ,  
o r  s a y  a n  h o u r  o r  m o r e .
21 .  O t h e r  e x p e r i m e n t s  h a v e  s h o w n  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  
of u ( t ) ,  r e f e r r i n g  t o  i t s  i n s t a n t a n e o u s  v a l u e s  w i t h o u t  g i v i n g  a n y  a t t e n t i o n  to  
c o r r e l a t i o n ,  i s  G a u s s i a n ,  s o  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  of  u ( t )  h a v i n g  a  v a l u e  b e ­
t w e e n  u  a n d  u  +  d u  i s  g i v e n  by :
(c)
I t  i s  p r o v e d  i n  p a p e r s  on  t h e  t h e o r y  of  t h e  B r o w n i a n  m o v e m e n t  t h a t  a  
p r o c e s s  w h i c h  g i v e s  a  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n  f o r  i n s t a n t a n e o u s  v a l u e s ,  a n d  
w h i c h  h a s  a  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  of  t h e  s i m p l e  e x p o n e n t i a l  t y p e  (b ) ,  m e n t i o n ­
e d  a b o v e ,  m u s t  be  a  " M a r k o f f "  r a n d o m  f u n c t i o n .  S u c h  a  f u n c t i o n  i s  c h a r a c ­
t e r i z e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t y :  s u p p o s e  t h a t  w e  k n o w  t h e  v a l u e  of  u  a t  
a n  i n s t a n t  t o ; l e t  i t  b e  u o . T h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  of  t h e  v a l u e s  a t  a  
l a t e r  i n s t a n t  t  i s  t h e n  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e d ,  s o  t h a t  i t  c a n  b e  d e s c r i b e d  
b y  a  f u n c t i o n  P ( u ,  t ;  u o ,  t o ) . D a t a  c o n c e r n i n g  t h e  v a l u e  of  u  a t  i n s t a n t s  
b e f o r e  t o a r e  i r r e l e v a n t .  T h e  f u n c t i o n  P ( u ,  t ; u o , t o ) t h e r e f o r e  i s  t h e  f u l l  
e x p r e s s i o n  of  a l l  t h a t  w e  c a n  s a y  a b o u t  c o r r e l a t i o n  i n  t h e  b e h a v i o r  of  u ( t ) .
T h e  f u n c t i o n  P ( u ,  t ;  u o, t o ) m u s t  s a t i s f y  a n  i m p o r t a n t  c o n d i t i o n .  I f  
t h e  v a l u e  of  u  a t  t o i s  g i v e n ,  a n d  w e  d e s i r e  t o  k n o w  t h e  p r o b a b i l i t y
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d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  v a l u e s  a t  t ,  w e  c a n  c h o o s e  a n  i n t e r m e d i a t e  i n s t a n t  t 1 
a n d  f i r s t  w r i t e  d o w n  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h a t  i n s t a n t :
T h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  i n s t a n t  t  w i l l  t h e n  f o l l o w  f r o m  t h e  
i n t e g r a l
T h e  v a l u e  of  t h i s  i n t e g r a l  m u s t  b e  i d e n t i c a l  w i t h  P  (u ,  t ;  u o ,  t o ).
I t  w i l l  b e  e v i d e n t  t h a t  t h e  i n t e r v a l  b e t w e e n  t h e  t w o  c o n s e c u t i v e  i n ­
s t a n t s  ( t  - t o ; o r  t  -  t 1 a n d  t 1 -  t o ) i n  t h i s  r e a s o n i n g  m a y  n o t  b e  t a k e n  t o o  
s h o r t .  O t h e r w i s e  on e  c o u l d  e x p e c t  t h a t  t h e  v a l u e  a t  t h e  i n s t a n t  t  m i g h t  
b e  f o u n d  w i t h  r e a s o n a b l e  a c c u r a c y  f r o m  t h e  v a l u e  a t  t 1 t o g e t h e r  w i t h  t h e  
r a t e  of  c h a n g e  a t  t 1 , w h i c h  a c t u a l l y  w o u l d  m e a n  t h a t  w e  h a v e  m a d e  u s e  of  
d a t a  c o n c e r n i n g  t w o  p r e c e d i n g  i n s t a n t s .  I f ,  h o w e v e r ,  t  - t 1 e x c e e d s  a  
c e r t a i n  t h r e s h o l d ,  d a t a  c o n c e r n i n g  t h e  r a t e  of  c h a n g e  of  u  a t  t h e  i n s t a n t  
t 1 c a n  b e  i r r e l e v a n t  f o r  t h e  p r e d i c t i o n  of  f u t u r e  v a l u e s ,  w h i c h  m e a n s  t h a t  
t h e  c o u r s e  of  v ( t )  c a n  c h a n g e  i n  a n  u n k n o w n  w a y  b e t w e e n  t 1 a n d  t .
I t  i s  i m p o r t a n t  t o  o b s e r v e  t h a t  a  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  of  t h e  s i m p l e  
e x p o n e n t i a l  t y p e  (b)  i s  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  p r o c e s s e s  i n  w h i c h  t h e  v a r i a b l e  
q u a n t i t y  c h a n g e s  a b r u p t l y  w i t h  a  f i n i t e  a m o u n t  a t  r a n d o m  i n s t a n t s  of  t i m e .  
T h e  m e a n  i n t e r v a l  b e t w e e n  c o n s e c u t i v e  c h a n g e s  i s  r e l a t e d  t o  t h e  p a r a m e t e r  
c i n  t h e  e x p o n e n t .  T h e  a b r u p t n e s s  of  t h e  c h a n g e  i s  e v i d e n t  f r o m  t h e  f a c t  
t h a t  Ψ ( τ )  h a s  a  n o n z e r o  d e r i v a t i v e  f o r  τ  = 0.  A c t u a l l y ,  t h i s  i s  i m p o s s i b l e  
i n  a n y  r e a l  p h y s i c a l  p r o c e s s .  A  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  a  p h y s i c a l  q u a n ­
t i t y  m u s t  a l w a y s  p r e s e n t  a  r o u n d e d  t o p  ( w i t h  h o r i z o n t a l  t a n g e n t  a n d  n o n ­
z e r o  r a d i u s  of  c u r v a t u r e )  a t  τ  = 0 a n d  t h e  s p e c t r a l  f u n c t i o n  F ( n )  m u s t  
d e c r e a s e  m u c h  m o r e  r a p i d l y  f o r  l a r g e  n  t h a n  i s  i n d i c a t e d  b y  t h e  a p p r o x i ­
m a t i o n  ( a ) .
W i t h  r e f e r e n c e  t o  t u r b u l e n c e ,  t h i s  m e a n s  t h a t  a n  i m p o r t a n t  p a r t  of  
t h e  p h e n o m e n o n  p r o c e e d s  a s  i f  e l e m e n t s  of  v o l u m e  w i t h  d i f f e r e n t  v a l u e s  
of  t h e  v e l o c i t y  u  f o l l o w  e a c h  o t h e r  i n  a n  i r r e g u l a r  w a y ,  w i t h  v e r y  t h i n
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t r a n s i t i o n  r e g i o n s  s e p a r a t i n g  t h e m .  W h e n  a  t r a n s i t i o n  r e g i o n  s w e e p s  o v e r  
t h e  m e a s u r i n g  i n s t r u m e n t ,  t h e  r a t e  of  c h a n g e  of  u  i s  v e r y  h i g h ;  i n  b e t w e e n  
t h e  t r a n s i t i o n  r e g i o n s  t h e  r a t e  of c h a n g e  i s  l o w .  C l o s e r  i n s p e c t i o n  w i l l  r e ­
v e a l  t h a t  t h e  t r a n s i t i o n  r e g i o n s  h a v e  a  c e r t a i n  ( v e r y  s m a l l )  f i n i t e  t h i c k n e s s ;  
∂ u / ∂ t  d o e s  n o t  e x c e e d  a  c e r t a i n  o r d e r  of  m a g n i t u d e  a n d  F ( n )  p r o b a b l y  w i l l  
d e c r e a s e  a s  e- C n  f o r  n  →  ∞ , C b e i n g  s om e  c o n s t a n t .
22 .  I t  w i l l  n o t  b e  s t r a n g e  t h a t ,  a l t h o u g h  t h e  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n  f o r  
u ( t )  i s  G a u s s i a n ,  a s  i n d i c a t e d  i n  (c ), t h e  c o r r e s p o n d i n g  f u n c t i o n  f o r  ∂ u / ∂ t 
i s  n o t  G a u s s i a n .  A  m e a s u r e  f o r  t h e  d e v i a t i o n  i s  g i v e n  b y  t h e  d i m e n s i o n l e s s  
q u a n t i t y :
F o r  a  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n  o n e  w o u l d  h a v e  T  = 3. A c t u a l  v a l u e s  a r e  l a r g e r .  
T o w n s e n d *  g i v e s  v a l u e s  r a n g i n g  f r o m  3 , 3 2  t o  3 , 4 9 ,  a n d  B a t c h e l o r ,** i n  a  
l a t e r  w o r k ,  a s s u m e s  t h e  v a l u e  3 , 5 .  F o r  u  i t s e l f ,  T o w n s e n d  m e n t i o n e d  
v a l u e s  r a n g i n g  f r o m  2 , 9 2  to  2 , 9 9 ,  f a i r l y  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  
v a l u e  3.
T h e r e  e v e n  i s  no  s y m m e t r y  b e t w e e n  p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  v a l u e s  of  
∂ u / ∂ t .  A l t h o u g h  t h e  m e a n  v a l u e  of  t h i s  q u a n t i t y  i s  z e r o ,  t h e  m e a n  v a l u e  of  
t h e  t h i r d  p o w e r  (∂ u / ∂ t)3 i n  g e n e r a l  a p p e a r s  t o  d i f f e r  f r o m  z e r o .  A  d i m e n ­
s i o n l e s s  m e a s u r e  of  t h e  d e v i a t i o n  i s  t h e  s k e w n e s s  f a c t o r :
f o r  w h i c h  t h e  v a l u e  -  0,  39 h a s  b e e n  o b t a i n e d  w i t h  i s o t r o p i c  t u r b u l e n c e  
( B a t c h e l o r ,  1 . c . ) .
*A .  A . T o w n s e n d ,  " C o r r e l a t i o n  D e r i v a t i v e s  i n  I s o t r o p i c  T u r b u l e n c e , " 
P r o c .  C a m b r i d g e  P h i l o s .  S o c .  4 3 ,  p .  5 6 0 ,  1947 .
*G .  K .  B a t c h e l o r ,  " R e c e n t  D e v e l o p m e n t s  i n  T u r b u l e n c e  R e s e a r c h , "  
P r o c .  VII t h  C o n g r e s s  of  A p p l .  M e c h a n i c s ,  L o n d o n ,  1 9 4 8 .
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B o t h  t h e  a l m o s t  a b r u p t  c h a n g e s  i n  u  a n d  t h e  s k e w n e s s  p r e s e n t e d  b y  
i t s  d e r i v a t i v e  a r e  d u e  t o  t h e  n o n l i n e a r  c h a r a c t e r  of  t h e  h y d r o d y n a m i c  e q u a ­
t i o n s ,  t o  w h i c h  w e  s h a l l  c o m e  b a c k  l a t e r .  ( T h e  n o n l i n e a r  e f f e c t s  p r i m a r i l y  
p r o d u c e  a  s k e w n e s s  i n  ∂ u / ∂ x ;  i n  t h e  e x p e r i m e n t a l  s e t u p  t h i s  i s  m e a s u r e d  
a s  ( l / U o ) (∂ u / ∂ t)).
A s  a  p a r t i c u l a r  f o r m  of  t u r b u l e n c e ,  w e  m e n t i o n  t h e  t u r b u l e n c e  
i n  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  w a k e  b e h i n d  a  s i n g l e  c y l i n d e r .  T h i s  m a y  be  c o n ­
s i d e r e d  a s  t h e  e l e m e n t a r y  f o r m  c o m p a r e d  to  w h i c h  t h e  g r i d - p r o d u c e d  t u r b u ­
l e n c e  i n  a  w i n d  t u n n e l  i s  a  c o m b i n a t i o n  a n d  s u p e r p o s i t i o n  of  a  g r e a t  m a n y  
w a k e s  w i t h  d i f f e r e n t  p l a n e s  of  s y m m e t r y .  I n  t h e  w a k e  b e h i n d  a  s i n g l e  c y l i n ­
d e r  t h e r e  a p p e a r s  a  s t r o n g  i n t e r m i t t e n t  t y p e  of v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n .  F o r  a 
c e r t a i n  f r a c t i o n  of  t h e  t i m e  t h e  v e l o c i t y  v a r i e s  i n  t h e  o r d i n a r y  i r r e g u l a r  
m a n n e r ,  a s  i s  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  w e l l  d e v e l o p e d  t u r b u l e n c e ,  w h i l e  f o r  t h e  
r e m a i n d e r  of  t h e  t i m e  t h e  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n s  a r e  s l o w  a n d  of  s m a l l  m a g n i ­
t u d e * .  I t  l o o k s  a s  i f  t h e r e  i s  a  r a t h e r  s h a r p  d i v i s i o n  of t h e  f l o w  f i e l d  i n t o  
a  l a m i n a r  f l o w  o u t s i d e  a  w h o l l y  t u r b u l e n t  w a k e  c o r e  w i t h  a n  i r r e g u l a r  
b o u n d a r y ,  w h i l e  w i t h i n  t h e  c o r e  t h e  t u r b u l e n c e  h a s  s m a l l - s c a l e  i s o t r o p y .
A t  a n y  p o i n t  of  t h e  w a k e ,  l a m i n a r  a n d  t u r b u l e n t  f l o w  w i l l  o c c u r  i n t e r m i t ­
t e n t l y  a s  t h e  i r r e g u l a r i t i e s  of  t h e  c o r e  a r e  c a r r i e d  d o w n s t r e a m .
*G .  K .  B a t c h e l o r ,  " N o t e  o n  T u r b u l e n t  F r e e  F l o w s , " J o u r n .  A e r o .  
S c i e n c e s  17 ,  p . 4 4 ,  1 9 5 0 .
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23.  T h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  c o n s i d e r e d  t h u s  f a r  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  
w i t h  f i x e d  m e a s u r i n g  i n s t r u m e n t s ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  r e f e r  t o  t h e  E u l e r i a n  
d e s c r i p t i o n .  I n  d e r i v i n g  c e r t a i n  f o r m u l a s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  r e s u l t s ,  i t  
e v e n  h a s  b e e n  a s s u m e d  b y  t h e  a u t h o r s  t h a t  t h e  L a g r a n g i a n  d e r i v a t i v e  d u / d t  
w o u l d  b e  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  t h e  l o c a l  E u l e r i a n  d e r i v a t i v e  ∂ u / ∂ t ,  a n d  t h a t  
on e  m i g h t  a p p r o x i m a t e l y  w r i t e  ∂ u / ∂ t  ≅  -  Uo (∂ u / ∂ x ) ,  U o b e i n g  t h e  c o n s t a n t  
v e l o c i t y  of  t h e  g e n e r a l  c u r r e n t  i n  t h e  w i n d  t u n n e l .  H e n c e  t h e  r e s u l t s  d e d u c e d  
f r o m  t h e s e  m e a s u r e m e n t s  do  n o t  g i v e  l i g h t  o n  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n ;  t h e  
a s s u m p t i o n  m a d e  e n t a i l s  o n l y  t h a t  i t  s h a l l  s t r e t c h  o v e r  m u c h  l a r g e r  i n t e r v a l s  
o f  t i m e  t h a n  t h e  l o c a l  E u l e r i a n  c o r r e l a t i o n  S 2 ( τ ) .
M e a s u r e m e n t s  r e f e r r i n g  t o  t h e  L a g r a n g i a n  p o i n t  of  v i e w  h a v e  b e e n  
m a d e  b y  f o l l o w i n g  t h e  m o t i o n  of  i n d i v i d u a l  p a r t i c l e s  c a r r i e d  a l o n g  b y  t h e  
f l u i d .  W h e n  t h e  p a r t i c l e s  h a v e  a  d e n s i t y  e q u a l  t o  t h a t  of  t h e  l i q u i d  a n d  a r e  
s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  t h e  s i z e  of  t h e  e d d i e s  w h i c h  f o r m  t h e  m a i n  p a r t  of t h e  
t u r b u l e n c e ,  i t  c a n  b e  p r e s u m e d  t h a t  t h e y  w i l l  c l o s e l y  r e p r o d u c e  t h e  m o t i o n  
o f  t h e  e l e m e n t s  of  v o l u m e  of  t h e  f l u i d .  F o r  p a r t i c l e s  s t a r t i n g  f r o m  a  f i x e d  
p o i n t  i n  a  f l o w i n g  s t r e a m  ( e i t h e r  a  w i n d  t u n n e l  c u r r e n t  o r  a  c u r r e n t  i n  a  
c a n a l  w i t h  b o u n d a r y  l a y e r  t u r b u l e n c e ) ,  m e a s u r e m e n t s  h a v e  b e e n  m a d e  c o n ­
c e r n i n g  t h e i r  l a t e r a l  d i s p l a c e m e n t s  a f t e r  t h e y  h a v e  m o v e d  d o w n s t r e a m  o v e r  
a  c e r t a i n  d i s t a n c e .  T h e s e  m e a s u r e m e n t s  h a v e  g i v e n  t h e  r e s u l t  t h a t  t h e  
t r a n s v e r s e  d i s p l a c e m e n t s  a r e d i s t r i b u t e d  a c c o r d i n g  t o  a  G a u s s i a n  c u r v e .  
F u r t h e r ,  t h e  i n c r e a s e  of  t h e  m e a n  s q u a r e  t r a n s v e r s e  d i s p l a c e m e n t  w i t h  
d i s t a n c e  d o w n s t r e a m ,  w h i c h  a p p r o x i m a t e l y  m e a n s  i n c r e a s e  w i t h  t i m e  
e l a p s e d  s i n c e  a  p a r t i c l e  w a s  e j e c t e d  f r o m  i t s o r i f i c e ,  p e r m i t s  c a l c u l a t i o n  
of  t h e  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  D c o n s i d e r e d  i n  S e c t i o n  10.  T h i s  g i v e s  t h e  
t i m e  i n t e g r a l  of  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  R v ( τ ) .  M o r e  d e t a i l ­
e d  m e a s u r e m e n t s  f o r  s m a l l  t i m e  i n t e r v a l s  p e r m i t  c a l c u l a t i o n  of t h e  c o r r e ­
l a t i o n  f u n c t i o n  R v (τ ) i t s e l f .  T h e  r e s u l t  o b t a i n e d  c o u l d  b e  a p p r o x i m a t e l y  
r e p r e s e n t e d  by
w h e r e  a  i s  a  c o n s t a n t . *
*A .  A .  K a l i n s k e  a n d  C.  L .  P i e n ,  " E d d y  D i f f u s i o n " ,  I n d u s t r i a l  a n d  
E n g i n e e r i n g  C h e m i s t r y  36 ,  p .  2 2 0 , 19 4 4 .
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T h i s  r e s u l t  s e e m s  to  i n d i c a t e  t h a t  t h e  m o t i o n  of  t h e  e l e m e n t s  of  v o l ­
u m e  of  t h e  f l u i d  i s  l i k e w i s e  s u b j e c t  t o  a l m o s t  a b r u p t  r a n d o m  c h a n g e s  i n  
v e l o c i t y .
24 .  N o  d a t a  a r e  k n o w n  t h u s  f a r ,  g i v i n g  c o e x i s t i n g  c u r v e s  f o r  t h e  
E u l e r i a n  a n d  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s ,  r e f e r r i n g  to  t h e  s a m e  
c a s e  of  t u r b u l e n t  m o t i o n .  I t  i s  v e r y  d e s i r a b l e  t h a t  s u c h  m e a s u r e m e n t s  be 
m a d e .
I n  t h e  p r e s e n t  c a s e ,  w h e r e  w e  c o n s i d e r  p a r t i c l e s  c a r r i e d  a l o n g  b y  a  
s t r e a m  of  a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t  v e l o c i t y ,  t h e  m a t h e m a t i c a l  r e l a t i o n s  a r e  
d i f f e r e n t  a n d  s o m e w h a t  s i m p l e r  t h a n  t h o s e  c o n s i d e r e d  i n  S e c t i o n s  13 a n d  
14.  I f  t h e  g e n e r a l  m o t i o n  i s  i n  t h e  x - d i r e c t i o n  a n d  a g a i n  h a s  t h e  v e l o c i t y  
U o , w e  m a y  c o n s i d e r  t h e  t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  v  a n d  t h e  t r a n s v e r s e  d i s ­
p l a c e m e n t  y  of  a  p a r t i c l e  a s  f u n c t i o n s  of  t h e  t i m e  t  a n d  of  t h e  d o w s t r e a m  
p o s i t i o n  x  o f  t h e  p a r t i c l e .  W e  c a n  t h e n  c o n s i d e r  E u l e r i a n  c o r r e l a t i o n  b e ­
t w e e n  p a r t i c l e s  o b s e r v e d  a t  t h e  s a m e  i n s t a n t  of t i m e  a t  v a r i o u s  v a l u e s  of 
x , a n d  t h u s  d e t e r m i n e  a  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  t r a n s v e r s e  v e l o c i t i e s
w h e r e  ξ i s  t h e  d i f f e r e n c e  of  t h e  x - v a l u e s .  We n o w  d i v i d e  a l l  c o r r e l a t i o n  
f u n c t i o n s  b y  t h e  m e a n  s q u a r e  v e l o c i t y  v 2 , i n  o r d e r  t o  h a v e  n o r m a l i z e d  e x ­
p r e s s i o n s  w h i c h  t a k e  t h e  v a l u e  u n i t y  f o r  ξ = τ  = 0.  O r  w e  m a y  c o n s i d e r  
a l l  p a r t i c l e s  p a s s i n g  t h r o u g h  a  f i x e d  p l a n e  (x  = c o n s t a n t ) ,  a n d  d e t e r m i n e  a  
c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n
d e p e n d i n g  o n  t h e  t i m e  d i f f e r e n c e .  F i n a l l y ,  w e  c a n  d e t e r m i n e  a  g e n e r a l  
E u l e r i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n
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b y  c o m p a r i n g  p a r t i c l e s  h a v i n g  t i m e  a n d  p o s i t i o n  d i f f e r e n c e s .  T h i s  f u n c t i o n  
c a n  be  r e p r e s e n t e d  b y  l i n e s  of  c o n s t a n t  S i n  a  d i a g r a m  h a v i n g  ξ a n d  τ  
a s  c o o r d i n a t e s .
I f  w e  f o l l o w  t h e  h i s t o r y  of  e v e r y  s i n g l e  p a r t i c l e ,  t h e n  a l s o  a  L a g r a n g i a n  
c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  c a n  b e  d e t e r m i n e d  r e f e r r i n g  t o  t h e  l i f e  h i s t o r y  of  a  p a r t i ­
c l e ,  o r ,  i n  o t h e r  w o r d s ,  t o  t h e  l i f e  h i s t o r y  of  a  s i n g l e  e l e m e n t  of  v o l u m e  of 
t h e  f l u i d .  We s h a l l  w r i t e  f o r  t h i s  f u n c t i o n
t h e  t w o  v a l u e s  of  v  r e f e r r i n g  to  t h e  s a m e  p a r t i c l e .
I n  t h e  c a s e  c o n s i d e r e d ,  t h e  L a g r a n g i a n  t i m e  d e r i v a t i v e  of  t h e  t r a n s ­
v e r s e  v e l o c i t y  i s  a p p r o x i m a t e l y  g i v e n  b y
T o  t h e  s a m e  a p p r o x i m a t i o n  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  R v(τ ) 
w i l l  a p p r o a c h  t o  t h e  E u l e r i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  S ( ξ ,  τ ) ,  i f  w e  t a k e  ξ = U oτ  
i n  t h e  l a t t e r .
If  t h e  L a g r a n g i a n  t i m e  d e r i v a t i v e  i s  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  l o c a l  
E u l e r i a n  t i m e  d e r i v a t i v e  ∂ v / ∂ t ,  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  R v (τ ) 
w i l l  d e c r e a s e  f r o m  i t s  m a x i m u m  v a l u e  u n i t y  a t  a  m u c h  s l o w e r  r a t e  t h a n  t h e  
E u l e r i a n  t i m e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  S 2(τ ). W e m a y  t h e n  e x p e c t  t h a t  t h e  d i a ­
g r a m  f o r  t h e  f u n c t i o n  S(ξ,  τ )  w i l l  b e  s o m e w h a t  of  t h e  s h a p e :
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25 .  S o m e  G e n e r a l  O b s e r v a t i o n s  o n  E x p e r i m e n t a l  D a t a .  B y  m e a n s  
of  t h e  h o t - w i r e  t e c h n i q u e ,  E u l e r i a n  m e a n  v a l u e s  a n d  c o r r e l a t i o n s  c a n  be  
o b t a i n e d  a s  t i m e  m e a n  v a l u e s  i n  a  s t a t i o n a r y  f i e l d ,  w i t h  m e a s u r i n g  a p ­
p a r a t u s  h e l d  i n  a  f i x e d  p o s i t i o n .  W e  m e n t i o n  t h a t ,  f o r  i n s t a n c e ,  t h e  f o l ­
l o w i n g  q u a n t i t i e s  c a n  b e  m e a s u r e d :  t h e  b e h a v i o r  of  t h e  l o n g i t u d i n a l  v e ­
l o c i t y  c o m p o n e n t  u  a n d  of t h e  t r a n s v e r s e  c o m p o n e n t s  v  a n d  w a s  
f u n c t i o n s  of  t i m e ;  t h e  m e a n  s q u a r e s  of  t h e s e  c o m p o n e n t s  a n d  t h e i r  s p e c t r a ;  
c o r r e l a t i o n  p r o d u c t s  r e f e r r i n g  e i t h e r  t o  a  s i n g l e  c o m p o n e n t  o r  t o  t w o  d i f ­
f e r e n t  c o m p o n e n t s  m e a s u r e d  s i m u l t a n e o u s l y  a t  d i f f e r e n t  p o i n t s  o f  t h e  f i e l d ;  
t h e  c o r r e l a t i o n  p r o d u c t  f o r  a  s i n g l e  c o m p o n e n t  i n  w h i c h  t h e  t w o  v a l u e s  r e ­
f e r  t o  d i f f e r e n t  i n s t a n t s  of  t i m e  m e a s u r e d  a t  t h e  s a m e  s p o t .  ( T h i s  r e q u i r e s  
r e c o r d i n g  t h e  c o m p o n e n t  a n d  r e a d i n g  t h e  r e c o r d  b y  m e a n s  of  t w o  i n s t r u ­
m e n t s  w h i c h  p i c k  u p  t h e  v a l u e s  f o r  t w o  i n s t a n t s  w i t h  a  p r e s c r i b e d  i n t e r v a l  
o f  t i m e  b e t w e e n  t h e m . )
I t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  m e a s u r e  d i r e c t l y  t r i p l e  c o r r e l a t i o n  p r o d u c t s ,  
i n  w h i c h  t h e  s q u a r e  of  o n e  c o m p o n e n t  i s  m u l t i p l i e d  b y  t h e  f i r s t  p o w e r  of  a 
c o m p o n e n t  m e a s u r e d  a t  a  d i f f e r e n t  s p o t .
F u r t h e r ,  o n e  c a n  o b t a i n  t h e  l o c a l  t i m e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c o m p o n e n t s  
a n d  m e a s u r e  t h e i r  m e a n  s q u a r e  v a l u e s  a n d  a n a l y z e  t h e i r  s p e c t r a .  A l s o ,  
m e a n  s q u a r e  v a l u e s  of  h i g h e r  d e r i v a t i v e s  c a n  be  o b t a i n e d .
L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  o n l y  b y  t h e  o b s e r v a t i o n  of  
p a r t i c l e s  c a r r i e d  a l o n g  b y  t h e  f l u i d .
T h e  t w o  t y p e s  of t u r b u l e n c e  f o r  w h i c h  m o s t  m e a s u r e m e n t s  h a v e  b e e n  
m a d e  a r e  g r i d - p r o d u c e d  t u r b u l e n c e  i n  a  w i n d  t u n n e l  o r  t h e  l i k e ,  a n d  t h e  
t u r b u l e n t  m o t i o n  i n  a  t u b e  o r  c a n a l ,  o r  i n  a  b o u n d a r y  l a y e r .
In  t h e  f i r s t  c a s e  t h e  f i e l d  i s  s t a t i o n a r y ;  i . e . , o v e r  a  l a r g e  s p a c e  i t s  
a v e r a g e  s t r u c t u r e  i s  i n d e p e n d e n t  of  t h e  t r a n s v e r s e  c o o r d i n a t e s  y a n d  z  
a n d  i t  i s  s l o w l y  c h a n g i n g  w i t h  x .
In  t h e  c a s e  of  m o t i o n  t h r o u g h  a  t u b e  o r  c h a n n e l  w i t h  c y l i n d r i c a l  o r  
p r i s m a t i c  w a l l s ,  t h e  f i e l d  w i l l  b e  s t a t i o n a r y  a n d  i n d e p e n d e n t  of x . T h e r e  
i s ,  h o w e v e r ,  a  s t r o n g  d e p e n d e n c e  on  t h e  t r a n s v e r s e  c o o r d i n a t e  w h i c h  i s  
c o n n e c t e d  w i t h  a  t r a n s m i s s i o n  of e n e r g y  a c r o s s  t h e  f i e l d  t o  c o m p e n s a t e  
t h e  d i s s i p a t i o n .  In  t h e  e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n  of  t h e  f i e l d  on e  m u s t  
g i v e  d u e  a t t e n t i o n  t o  t h e  f a c t  t h a t  i t  i s  n o t  h o m o g e n e o u s .  T h i s  w i l l  b e  f e l t
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i n  p a r t i c u l a r  w h e n  o b s e r v a t i o n s  a r e  m a d e  on  t h e  m o t i o n  of  p a r t i c l e s  i n  o r d e r  
t o  o b t a i n  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n s ,  s i n c e  t h e  m o t i o n  t r a n s v e r s e  t o  t h e  g e n ­
e r a l  d i r e c t i o n  of  t h e  s t r e a m  w i l l  b r i n g  t h e m  i n t o  r e g i o n s  w h e r e  t h e  s t a t e  of  
t h e  f i e l d  i s  d i f f e r e n t .
I t  s h o u l d  n o t  b e  f o r g o t t e n  t h a t  t h e r e  a r e  m a n y  m o r e  c a s e s  of t u r b u ­
l e n c e  a p a r t  f r o m  t h e  t w o  m e n t i o n e d ,  s e v e r a l  of w h i c h  l i k e w i s e  a r e  o f  t e c h ­
n i c a l  i m p o r t a n c e ;  f o r  i n s t a n c e ,  t h e  p r o b l e m  of  m i x i n g .  S u p p o s e  t h a t  i n  a  
c l o s e d  s p a c e  a  f l u i d  i s  a t  r e s t ;  a  c e r t a i n  m o t i o n  i s  i n t r o d u c e d  b y  s t i r r i n g ,  
e t c .  H o w  s h a l l  o n e  o b t a i n  a  c o m p l e t e  m i x i n g  of t h e  f l u i d  i n  s u c h  a  w a y  t h a t  
a d m i x t u r e s  i n t r o d u c e d  l o c a l l y  w i l l  b e c o m e  d i s t r i b u t e d  e v e n l y  o v e r  t h e  w h o l e  
m a s s ?  O n e  m a y  c o n s i d e r  e i t h e r  c o n t i n u e d  s t i r r i n g ,  o r  a n  i n i t i a l  p e r i o d  of 
s t i r r i n g ,  a f t e r  w h i c h  t h e  f i e l d  i s  l e f t  t o  i t s e l f .  I n  s u c h  a  c a s e  t h e  m o t i o n s  
d o  n o t  d i r e c t l y  i n t e r e s t  u s  e x c e p t  i n s o f a r  a s  i t  c o s t s  e n e r g y  t o  p r o d u c e  t h e m ;  
w h a t  i s  of  p r a c t i c a l  i n t e r e s t  i s  t h e  d i s t r i b u t i o n  of  a d m i x e d  m a t e r i a l .  I n  t h e  
c a s e  of  a n  e l e c t r o l y t e  a d d e d  t o  t h e  w a t e r ,  m e a s u r e m e n t  of  t h e  e l e c t r i c  c o n ­
d u c t i v i t y  a s  a  f u n c t i o n  of  t h e  t i m e  a t  a  n u m b e r  of s p o t s  c a n  g i v e  a  p i c t u r e  of 
t h e  d e g r e e  of  h o m o g e n e i t y  o b t a i n e d  a n d  of  t h e  t i m e  n e e d e d  f o r  o b t a i n i n g  i t .
T h e  m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m  a p p e a r i n g  h e r e  h a s  s o m e  r e s e m b l a n c e  to  
t h e  s o - c a l l e d  e r g o d i c  p r o b l e m .  C a n  one  e x p e c t  t h a t  a  g i v e n  e l e m e n t  of  t h e  
f l u i d  w i l l  f o l l o w  a  p a t h  w h i c h  w i l l  p r a c t i c a l l y  b r i n g  i t  t o  e v e r y  r e g i o n  of  t h e  
f i e l d ?  T o  m a k e  t h e  p r o b l e m  m o r e  p r e c i s e ,  w e  c o n s i d e r  t h e  m o t i o n  of  a 
p a r t i c l e  of  t h e  s a m e  d e n s i t y  a s  t h e  f l u i d ;  f u r t h e r ,  w e  d i v i d e  u p  t h e  f i e l d  
i n t o  c e l l s  of  e q u a l  v o l u m e  ω  a n d  a s k  w h e t h e r  t h e  p a r t i c l e  w i l l  u l t i m a t e l y  
p a s s  t h r o u g h  a l l  t h e s e  c e l l s  o r  w h e t h e r  t h e r e  w i l l  b e  a  p r e f e r e n c e  f o r  a  c e r ­
t a i n  g r o u p  of c e l l s ,  w h e r e a s  o t h e r s  p e r h a p s  m i g h t  n o t  b e  r e a c h e d ,  o r  o n l y  
v e r y  i n f r e q u e n t l y .  T h e  v o l u m e  g i v e n  t o  t h e  c e l l s  w i l l  i n f l u e n c e  t h e  r e s u l t ;  
( t e c h n i c a l  p o i n t s  of  v i e w  m a y  s o m e t i m e s  d e t e r m i n e  a  c o n v e n i e n t  s i z e ,  n o t  
t o o  s m a l l ) .
W h e n ,  i n s t e a d  of  t h e  p a r t i c l e ,  w e  c o n s i d e r  s o m e  d i s s o l v i n g  o r  d i f ­
f u s i n g  s u b s t a n c e ,  o r d i n a r y  d i f f u s i o n  o r  p e r h a p s  s m a l l - s c a l e  t u r b u l e n c e  
m a y  u l t i m a t e l y  b r i n g  a b o u t  h o m o g e n e i t y .
T h i s  t y p e  of  p r o b l e m  b r i n g s  u s  s t i l l  f u r t h e r  f r o m  t h e  r e a l m  of  t h e  
E u l e r i a n  c o r r e l a t i o n s  t h a n  th e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  p r o b l e m  d i d  - -  t h e  
m o r e  s o  s i n c e  t h e  q u a s i - e r g o d i c  p r o b l e m  p r e s e n t s  i t s e l f  n o t  o n l y  w i t h
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f i e l d s  w h i c h ,  i n  t h e  m a i n ,  a r e  s t a t i o n a r y ,  b u t  a l s o  w i t h  f i e l d s  w h i c h  g r a d u ­
a l l y  d a m p  o u t .  S i n c e  l a r g e  s c a l e  e d d i e s  m a y  h a v e  l o n g  l i f e t i m e s ,  t h e y  
c o u l d  p r o m o t e  m i x i n g  e f f i c i e n t l y  p e r h a p s  l o n g  a f t e r  t h e  m o t i o n  h a d  b e e n  
i n i t i a t e d .
2 6 .  P h y s i c a l  I n t e r p r e t a t i o n  of  t h e  R e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  S p e c t r u m  
a n d  t h e  C o r r e l a t i o n  F u n c t i o n .  I n  d e d u c i n g  E q .  (3 ) ,  S e c t i o n  17 ,  f o r  t h e  
s p e c t r a l  f u n c t i o n  Γ (k)  g i v i n g  t h e  d i s t r i b u t i o n  of t h e  e n e r g y  of  t h e  h a r m o n i c  
c o m p o n e n t s  of  t h e  f i e l d ,  w e  m a d e  u s e  of  a  m a t h e m a t i c a l  a r t i f i c e  i n  o r d e r  t o  
g e t  a r o u n d  c e r t a i n  d i f f i c u l t i e s  c o n n e c t e d  w i t h  F o u r i e r  i n t e g r a l s .  I t  m a y  b e  
u s e f u l  t o  c o n s i d e r  t h e  e x p e r i m e n t a l  d e t e r m i n a t i o n  of  t h e  s p e c t r u m  i n  o r d e r  
t o  s e e  w h y  a  s i m i l a r  d i f f i c u l t y  i s  n o t  e n c o u n t e r e d  t h e r e .  W e  t a k e  t h e  c a s e  
of  a  f u n c t i o n  of  t h e  t i m e ,  s i n c e  t h i s  i s  t h e  m o r e  c o m m o n  p r o b l e m ,  w h i c h  
c a n  b e  h a n d l e d  m u c h  m o r e  e a s i l y  t h a n  w o u l d  b e  t h e  c a s e  w i t h  t h e  s p a t i a l  
s p e c t r u m  of  a  f u n c t i o n  of  t h e  c o o r d i n a t e s .  T h e  s i m p l e s t  e x a m p l e  r e f e r s  t o  
t h e  v e l o c i t y  u( t )  a s  m e a s u r e d  w i t h  t h e  a i d  of  a  h o t - w i r e  a n e m o m e t e r  a t  a  
f i x e d  p o i n t  of  t h e  f i e l d .
T h e  e l e c t r i c a l  s i g n a l  o b t a i n e d  f r o m  t h e  h o t - w i r e  a n e m o m e t e r ,  a f t e r  
h a v i n g  b e e n  a m p l i f i e d ,  i s  p a s s e d  t h r o u g h  a n  e l e c t r i c  f i l t e r  a d j u s t e d  s o  a s  to  
t r a n s m i t  o n l y  f r e q u e n c i e s  w i t h i n  a  b a n d  of  l i m i t e d  w i d t h .  T h e  t r a n s m i t t e d  
s i g n a l  c a n  b e  a p p l i e d  t o  a  t h e r m o - c r o s s ,  b y  m e a n s  of w h i c h  i t s  m e a n  s q u a r e  
c a n  b e  f o u n d .  N o w  a n  e l e c t r i c  f i l t e r  i s  a  c o m b i n a t i o n  of  i n d u c t a n c e s ,  c a p a c ­
i t i e s  a n d  r e s i s t a n c e s .  W i t h  t h e  i n c o m i n g  e l e c t r i c  s i g n a l  u ( t ) ,  w e  s h a l l  
w r i t e  w ( t )  f o r  t h e  o u t g o i n g  s i g n a l .  T h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e m  c a n  b e  c a l c u ­
l a t e d  f r o m  t h e  c i r c u i t  a n d  i s  u s u a l l y  e x p r e s s e d  b y  m e a n s  of  a  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n ;  f o r  i n s t a n c e :
w h e r e  ω,  p  a n d  α a r e  q u a n t i t i e s  d e p e n d i n g  o n  t h e  c i r c u i t .  I t  h a s  b e e n  
s u p p o s e d  t h a t  t h e  i n c o m i n g  s i g n a l  o p e r a t e s  t h r o u g h  i n d u c t i o n ,  s o  t h a t  w h a t  
r e a l l y  c o m e s  i n  i s  i t s  t i m e  d e r i v a t i v e .
I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  w h e r e  t h e  i n c o m i n g  s i g n a l  w o u l d  b e  a  p u r e  
h a r m o n i c  w a v e :
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w e  f in d :
H e n c e ,  i f  p  i s  s m a l l  ( a c t u a l l y  w e  t a k e  p  t o  be  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  u n i t y ) ,  
t h e  o n l y  f r e q u e n c i e s  w h i c h  a r e  t r a n s m i t t e d  t h r o u g h  t h e  f i l t e r  a r e  t h o s e  w h i c h  
d i f f e r  o n l y  s l i g h t l y  f r o m  ω . We c a n  s a y  t h a t  ω  d e t e r m i n e s  t h e  c e n t e r  of  t h e  
b a n d  of  f r e q u e n c i e s  w h i c h  c a n  p a s s  t h r o u g h  t h e  f i l t e r ,  w h i l e  t h e  b a n d  w i d t h  
a p p e a r s  t o  b e  p r o p o r t i o n a l  t o  pω . If w e  t a k e  n  = ω,  t h e  e x p r e s s i o n  r e d u c e s  
to :
H e n c e  i n  o r d e r  t o  h a v e  a  c o n s t a n t  s c a l e  f a c t o r ,  o n e  m u s t  m a k e  α p r o p o r ­
t i o n a l  t o  ω.
W h e n  a n  a r b i t r a r y  t i m e  f u n c t i o n  u ( t )  i s  u s e d  a s  i n c o m i n g  s i g n a l ,  t h e  
o u t g o i n g  s i g n a l  i s  g i v e n  b y  t h e  i n t e g r a l :
w h e r e  ϵ i s  d e f i n e d  b y  s i n  ϵ = p . We u s e  t h i s  i n t e g r a l  t o  c a l c u l a t e  t h e  
m e a n  v a l u e  of  w( t )  w ( t  + τ ), w h i c h  i s  a  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  o u t g o i n g  
s i g n a l .  T h e  r e s u l t  i s  g i v e n  by :
w h i c h  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  b y  i n t r o d u c i n g  σ = t 2 + t 1 a n d  δ = t 2  -  t 1  a s  n e w
v a r i a b l e s .  T h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  i s  o b t a i n e d :
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w h e r e  S 2 ( τ ) = u ( t )  u ( t  + τ ), t h a t  i s  t h e  E u l e r i a n  t i m e  c o r r e l a t i o n  f o r  u( t)  
a t  a  f i x e d  p o i n t  of  s p a c e ,  a s  c o n s i d e r e d  b e f o r e  i n  S e c t i o n  11 .  In  t h i s  w a y  t h e  
c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  o u t g o i n g  s i g n a l  w  h a s  b e e n  e x p r e s s e d  b y  m e a n s  
of a  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  i n c o m i n g  s i g n a l .
27 .  We c a n  m a k e  t h e  f o l l o w i n g  u s e  of  t h i s  r e s u l t .  W e f i r s t  t a k e  
τ  = 0, s o  t h a t  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  w e  o b t a i n  t h e  m e a n  s q u a r e  v a l u e  of  w,  
w h i c h  c a n  b e  m e a s u r e d  d i r e c t l y  w i t h  t h e  a i d  of  a  t h e r m o - c r o s s .  I f  p i s  
s o  s m a l l  t h a t  c o s  ϵ = √ 1 - p 2 ≅ 1, w e  f i n d :
T h e  i n t e g r a l  a p p e a r i n g  h e r e  i s  r e l a t e d  t o  i n t e g r a l s  c o n s i d e r e d  b e f o r e .  In  
S e c t i o n  18 w e  w r o t e :
t h e  i n v e r s i o n  of  w h i c h  i s :
I t  w a s  s t a t e d  t h a t  Γ*(ω)  g i v e s  t h e  e n e r g y  s p e c t r u m  w i t h  r e f e r e n c e  t o  f r e ­
q u e n c i e s  i n  t i m e .  W e n o w  w r i t e :
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F o r  p < <  1 , Γ I  w i l l  d i f f e r  o n l y  s l i g h t l y  f r o m  Γ, s o  l o n g  a s  ω  i s  n o t
s o  l a r g e  t h a t  pω τ  w i l l  b e c o m e  c o m p a r a b l e  t o  1 i n  t h e  r a n g e  w h e r e  S 2 ( τ ) 
h a s  n o t  y e t  d r o p p e d  to  z e r o .  U s u a l l y  o n e  m a y  e x p e c t  t h a t  Γ I I  w i l l  be
s m a l l e r  t h a n  ΓI .  I f  one  n o w  a r r a n g e s  t h e  c i r c u i t  s o  t h a t  α i s  p r o p o r ­
t i o n a l  t o  √ω p , w e  f i n d :
I n  t h i s  w a y  w e  s e e  t h a t ,  p r o v i d e d  t h e  f i l t e r  i s  s u f f i c i e n t l y  s e l e c t i v e  a n d  i t s  
s c a l e  f a c t o r  i s  a p p r o p r i a t e l y  r e g u l a t e d ,  t h e  m e a n  s q u a r e  a m p l i t u d e  o f  t h e  
o u t g o i n g  s i g n a l  i s  n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s p e c t r a l  i n t e n s i t y  Γ*(cd).
T h e  s i g n a l  t r a n s m i t t e d  by  t h e  f i l t e r  i s  a p p r o x i m a t e l y  a  h a r m o n i c  f u n c ­
t i o n  of  t h e  t i m e  w i t h  f r e q u e n c y  ω.  T h i s  i s  s e e n  i f  w e  c o n s i d e r  t h e  c o r r e l a ­
t i o n  w( t )  w ( t  + τ ) f o r  a  l a r g e  v a l u e  of  τ ,  c o n v e n i e n t l y  c h o s e n  s o  t h a t  
S 2 (τ  + δ )  ≅ 0 f o r  a l l  δ  > 0.  We t h e n  o b t a i n :
w h e r e :
F o r  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  p w e  m a y  u s u a l l y  e x p e c t  t h a t  Γ I I I  ≅  Γ, w h i l e
Γ I V  w i l l  be  s m a l l  of  o r d e r  p .
We t h u s  s e e  t h a t  w  s h o w s  a  n e a r l y  p e r i o d i c  c o r r e l a t i o n  w i t h  f r e ­
q u e n c y  ω , g r a d u a l l y  d a m p e d  ou t  t h r o u g h  t h e  f a c t o r  e- p ω τ .
S i n c e  w e  d i d  n o t  m a k e  a n y  s u p p o s i t i o n  a b o u t  t h e  c h a r a c t e r  of  t h e  s i g ­
n a l  u ( t ) ,  a p a r t  f r o m  a s s u m i n g  t h a t  i t s  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  S 2( τ ) w i l l  b e ­
c o m e  z e r o  f o r  τ  e x c e e d i n g  a  c e r t a i n  l i m i t  ( t h i s  i s  n e c e s s a r y  i n  o r d e r  to  
m a k e  t h e  i n t e g r a l s  f o r  Γ I I I  a n d  Γ I V  c o n v e r g e n t ) ,  w e  m a y  s a y  t h a t  t h e
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f i l t e r  p r o d u c e d  a n  a l m o s t  p e r i o d i c  s i g n a l  w ( t ) ,  w i t h  f r e q u e n c y  ω  d e t e r ­
m i n e d  b y  t h e  p r o p e r t i e s  of t h e  c i r c u i t .
T h e s e  c o n s i d e r a t i o n s  m a y  g i v e  a n o t h e r  p r o o f  of  t h e  f u n d a m e n t a l  
n a t u r e  of  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n .  T h e y  s h o w ,  m o r e o v e r ,  t h a t  t h e  p r o b ­
l e m  of  w h e t h e r  t h e  i n c o m i n g  s i g n a l  u ( t )  s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d  a s  a  s u p e r ­
p o s i t i o n  of  a n  i n f i n i t e  n u m b e r  of  h a r m o n i c  c o m p o n e n t s  o r  a s  a n  a r b i t r a r y  
i r r e g u l a r  f u n c t i o n ,  i s  r a t h e r  i r r e l e v a n t .
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C H A P T E R  V
P r o b l e m s  o f  T u r b u l e n t  S p r e a d i n g  o f  P a r t i c l e s  
o f  H e a t ,  a n d  o f  M o m e n t u m
28 .  S p r e a d i n g  of  P a r t i c l e s .  W h e n  " p a r t i c l e s "  w e r e  c o n s i d e r e d  i n  t h e  
p r e c e d i n g  c h a p t e r s ,  w e  a s s u m e d  t h e m  to  h a v e  t h e  s a m e  d e n s i t y  a s  t h e  f l u i d  
a n d  t o  b e  s o  s m a l l  t h a t  t h e i r  m o t i o n  w o u l d  g i v e  a  s a t i s f a c t o r y  p i c t u r e  of  t h e  
m o t i o n  of e l e m e n t s  of  v o l u m e  of  t h e  f l u i d .  S p r e a d i n g  d u e  t o  r a n d o m  m o t i o n s  
c o u l d  t h e n  b e  d e s c r i b e d  b y  i n t r o d u c i n g  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f o r  t h e  
v e l o c i t y  of t h e s e  e l e m e n t s .
We n o w  p a s s  t o  p a r t i c l e s  w i t h  a  d e n s i t y  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  of  t h e  f l u i d .  
T w o  p h e n o m e n a  p r e s e n t  t h e m s e l v e s .  I n  t h e  c a s e  of  a  f i e l d  e x t e n d i n g  i n  t h e  
v e r t i c a l  d i r e c t i o n ,  t h e  p a r t i c l e s  w i l l  o b t a i n  a  p r o p e r  m o t i o n  t h r o u g h  g r a v i t y ,  
e i t h e r  f a l l i n g  w h e n  t h e i r  d e n s i t y  e x c e e d s  t h a t  of t h e  f l u i d ,  o r  r i s i n g  i n  t h e  
o p p o s i t e  c a s e .  S e c o n d ,  t h e  p a r t i c l e s  w i l l  n o t  e x a c t l y  f o l l o w  t h e  m o t i o n  of  
t h e  e l e m e n t s  o f  v o l u m e  i n  w h i c h  t h e y  f i n d  t h e m s e l v e s .  A  r e l a t i v e  v e l o c i t y  
a p p e a r s  a n d  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  t h e  f o r c e s  w h i c h  t h e  p a r t i c l e s  e x ­
p e r i e n c e  f r o m  t h e  s u r r o u n d i n g  f l u i d ,  a n d  c o n v e r s e l y ,  t h e  r e a c t i o n  of  t h e  
p a r t i c l e s  o n  t h e  f l u i d .
T h e  f o r c e  e x p e r i e n c e d  b y  a  p a r t i c l e  d e p e n d s  on:  t h e  d i f f e r e n c e  i n  
v e l o c i t y  b e t w e e n  t h e  p a r t i c l e  a n d  t h e  s u r r o u n d i n g  f l u i d ,  i t s  s i z e ,  i t s  s h a p e ,  
i t s  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  v e c t o r  of t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t y ,  a n d  t h e  d e n ­
s i t y  a n d  v i s c o s i t y  of  t h e  f l u i d .  M o r e o v e r ,  w h e n  t h e  m o t i o n  i s  v a r i a b l e  i n  
t i m e ,  t h e  a c c e l e r a t i o n s ,  b o t h  of t h e  f l u i d  a n d  of  t h e  p a r t i c l e ,  e n t e r  i n t o  t h e  
f o r m u l a s ,  a n d  a n  e x a c t  d e s c r i p t i o n  m a y  r e q u i r e  d a t a  r e f e r r i n g  t o  t h e  p r e ­
v i o u s  h i s t o r y  of  t h e  m o t i o n .
I t  i s  o n l y  i n  t h e  c a s e  of  a  s p h e r i c a l  p a r t i c l e  a n d  f o r  R e y n o l d s  n u m ­
b e r s  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  u n i t y ,  t h a t  a n  e q u a t i o n  h a s  b e e n  g i v e n  e x -  
p r e s s i n g  t h e  r e s i s t a n c e  a s  a  f u n c t i o n  of  t h e s e  v a r i a b l e s . *
*B a s s e t ,  B o u s s i n e s q ,  O s e e n  .
T c h e n ,  C .  M .  " M e a n  V a l u e  a n d  C o r r e l a t i o n  P r o b l e m s  C o n n e c t e d  
w i t h  t h e  M o t i o n  of S m a l l  P a r t i c l e s  S u s p e n d e d  i n  a  T u r b u l e n t  F l u i d " ,  T h e s i s  
D e l f t ,  1 9 4 7 ,  C h a p t e r  4 .  M e d e l e l i n g  N o .  51 U i t  H e t  L a b o r a t o r i u m  V o o r  
A e r o - E n  H y d r o d y n a m i c a  d e r  T e c h n i s c h e  H o g e s c h o o l  T e  D e l f t .
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T h i s  e q u a t i o n  c a n  b e  i n t e g r a t e d  i f  t h e  m o t i o n  of t h e  f l u i d  s u r r o u n d i n g  th e  
p a r t i c l e  i s  k n o w n  a s  a  f u n c t i o n  of  t i m e .
T c h e n  a r r i v e d  a t  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s :  ( 1) i f  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  
i s  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  u n i t y ,  a  c o n s t a n t  v e l o c i t y ,  e i t h e r  of  f a l l  o r  of  r i s e ,  
d u e  t o  g r a v i t y  a c t i n g  o n  t h e  d i f f e r e n c e  i n  d e n s i t y ,  c a n  be  s e p a r a t e d  f r o m  
t h e  r e s t  of  t h e  m o t i o n ;  (2)  i f  w e  e l i m i n a t e  t h e  m o t i o n  p r o d u c e d  b y  g r a v i t y  
b y  d e d u c t i n g  i t s  c o n s t a n t  v e l o c i t y  f r o m  t h e  a c t u a l  v e l o c i t y  of  t h e  p a r t i c l e  
s o  t h a t  t h e r e  r e m a i n s  o n l y  t h e  r a n d o m  p a r t  o f  t h i s  v e l o c i t y ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  
t h e  i n t e g r a l  of t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  r a n d o m  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  
w ( t )  i n  a  g i v e n  d i r e c t i o n
i s  e q u a l  t o  t h e  i n t e g r a l  of  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  v e l o c i t y  c o m p o ­
n e n t  ( i n  t h e  s a m e  d i r e c t i o n )  o f  t h e  r a n d o m  m o t i o n  of t h e  f l u i d  s u r r o u n d i n g  
t h e  p a r t i c l e .  S i n c e  t h e  i n t e g r a l  of  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n ,  a c c o r d i n g  t o  
t h e  e q u a t i o n s  of  S e c t i o n  10 ,  d e t e r m i n e s  t h e  r a t e  of  s p r e a d i n g  of  a  c l o u d  of  
p a r t i c l e s ,  t h i s  r e s u l t  l i n k s  t h e  s p r e a d i n g  of  t h e  p a r t i c l e s  t o  c o r r e l a t i o n s  
e x i s t i n g  i n  t h e  m o t i o n  of  t h e  f l u i d .
T h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  m o t i o n  of  t h e  f l u i d  s u r r o u n d i n g  t h e  
p a r t i c l e ,  h o w e v e r ,  i s  n o t  t h e  s a m e  a s  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f o r  t h e  
m o t i o n  of  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e  of  t h e  f l u i d ,  s i n c e ,  a s  h a s  b e e n  o b s e r v e d ,  
a  p a r t i c l e  d o e s  n o t  e x a c t l y  f o l l o w  t h e  m o t i o n  of  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e .  I n  
g e n e r a l ,  t h e  p a r t i c l e  w i l l  l a g  b e h i n d  t h e  m o t i o n  of t h e  e l e m e n t  a n d  i t s  m e a n  
s q u a r e  v e l o c i t y  w i l l  b e  s m a l l e r  t h a n  t h a t  of t h e  e l e m e n t .  I f  t h e  e l e m e n t  i s  
o f  l a r g e  s i z e ,  c o m p a r e d  w i t h  t h e  w a n d e r i n g s  of  t h e  p a r t i c l e  r e l a t i v e  t o  t h e  
c e n t e r  of  t h e  e l e m e n t ,  t h e  p a r t i c l e  on  t h e  w h o l e  m a y  r e m a i n  w i t h i n  t h e  
e l e m e n t ;  i n  t h a t  c a s e  t h e  c o r r e l a t i o n  f o r  t h e  f l u i d  s u r r o u n d i n g  t h e  p a r t i c l e  
w i l l  b e  p r a c t i c a l l y  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f o r  t h e  p a r t i c l e .  
H o w e v e r ,  i f  t h e  p a r t i c l e  o f t e n  p a s s e s  o u t  o f  t h e  e l e m e n t  a n d  p e n e t r a t e s  i n t o  
a  n e i g h b o r i n g  o n e  h a v i n g  a  d i f f e r e n t  v e l o c i t y ,  w e  m u s t  e x p e c t  t h a t  t h e  c o r r e ­
l a t i o n  f o r  t h e  m o t i o n  of  t h e  f l u i d  s u r r o u n d i n g  th e  p a r t i c l e  w i l l  b e  s m a l l e r  
t h a n  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f o r  a  s i n g l e  e l e m e n t .
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29 .  T h e r e  e x i s t s  a t  p r e s e n t  n o  m e t h o d  f o r  c a l c u l a t i n g  e x a c t l y  t h e  e f ­
f e c t  of  t h e  p a s s a g e  of  a  p a r t i c l e  f r o m  on e  e l e m e n t  of  v o l u m e  i n t o  a n o t h e r  on  
t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  p a r t i c l e .  T h e  p i c t u r e  w h i c h  w e  h a v e  u s e d ,  
of  m o r e  o r  l e s s  w e l l  d e f i n e d  e l e m e n t s  of  v o l u m e  of  t h e  f l u i d ,  e a c h  h a v i n g  a  
m o v e m e n t  of  i t s  o w n ,  i s  a l r e a d y  a n  a p p r o x i m a t i o n .  A l t h o u g h  i t  h e l p s  t o  
v i s u a l i z e  w h a t  i s  h a p p e n i n g ,  w e  m u s t  n o t  f o r g e t  t h a t  e l e m e n t s  of  v o l u m e  
c h a n g e  f o r m  a n d  t h a t  a t  t h e i r  b o u n d a r i e s  t h e r e  a r e  t r a n s i t i o n  r e g i o n s  b e ­
t w e e n  t h e  m o t i o n s  of a d j a c e n t  e l e m e n t s .  H e n c e ,  s u p e r p o s e d  on  w h a t  w e  
h a v e  c o n s i d e r e d  a s  " t h e  m o t i o n  of  t h e  e l e m e n t "  t h e r e  a r e  d i s t r u b i n g  s m a l l -  
s c a l e  m o t i o n s ;  a n d  i f  a  p a r t i c l e  c o m e s  n e a r  t o  a  t r a n s i t i o n  r e g i o n ,  i t  m a y  
b e  c a u g h t  b y  t h e s e  s m a l l - s c a l e  m o t i o n s .  T h e r e  a r e ,  c o n s e q u e n t l y ,  a  n u m ­
b e r  of  e f f e c t s  d i f f i c u l t  t o  d e f i n e ,  w h i c h  c a n  b r i n g  a b o u t  t h e  p a s s a g e  of  a  
p a r t i c l e  f r o m  a  g i v e n  e l e m e n t  of  v o l u m e  i n t o  a  n e i g h b o r i n g  o n e .  I n  v i e w  of 
t h e i r  r a n d o m  c h a r a c t e r ,  t o  a  c e r t a i n  e x t e n t  t h e s e  e f f e c t s  c a n  b e  d e s c r i b e d  
a s  a  p r o c e s s  of  d i f f u s i o n .  I n  t h e  c a s e  o f  v e r y  s m a l l  p a r t i c l e s ,  d i f f u s i o n  
p r o d u c e d  b y  m o l e c u l a r  m o t i o n s  ( a s  d e s c r i b e d  b y  t h e  c l a s s i c a l  p h y s i c a l  c o n ­
c e p t  of  d i f f u s i o n )  m u s t  l i k e w i s e  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .
I n  v i e w  of  t h i s  s i t u a t i o n  a  d i f f e r e n t  m e t h o d  of  t r e a t m e n t  h a s  b e e n  d e ­
v e l o p e d  w h i c h  i s  a p p l i c a b l e  w h e n  w e  c o n s i d e r  n o t  o n l y  t h e  m o t i o n s  of  a  f e w  
s e l e c t e d  p a r t i c l e s ,  b u t  t h e  b e h a v i o r  of  a  l a r g e  n u m b e r  of  p a r t i c l e s  a n d  w i s h  
t o  i n v e s t i g a t e  t h e  e f f e c t  of  r a n d o m  t u r b u l e n t  m o v e m e n t s  o n  t h e i r  s p r e a d i n g .
W e  a g a i n  m a k e  u s e  of  t h e  p i c t u r e  of  m o r e  o r  l e s s  i n d i v i d u a l i z e d  e l e ­
m e n t s  of  v o l u m e  of  t h e  f l u i d  w h i c h  a r e  c o n s t a n t l y  b e i n g  s h u f f l e d  a b o u t  a s  a  
c o n s e q u e n c e  of  t h e  t u r b u l e n c e .  W e  s u p p o s e  t h a t  t h e  f l u i d  c o n t a i n s  a  l a r g e  
n u m b e r  of p a r t i c l e s  of  i d e n t i c a l  n a t u r e ,  a n d  d e n o t e  b y  n  t h e  n u m b e r  of  
p a r t i c l e s  p e r  u n i t  of  v o l u m e  of  t h e  f l u i d  ( a c t u a l l y ,  v o l u m e  of  t h e  m e d i u m  
c o n s i s t i n g  of  t h e  f l u i d  p l u s  t h e  p a r t i c l e s  c o n t a i n e d  i n  i t ) .  T h i s  n u m b e r  m a y  
b e  d i f f e r e n t  f o r  t h e  v a r i o u s  e l e m e n t s  of  v o l u m e ,  a n d  f o r  e v e r y  e l e m e n t  i t  
c a n  b e  a  f u n c t i o n  o f  t h e  t i m e .
I f  t h e  p a r t i c l e s  a r e  a l l  t h e  s a m e  a n d  a r e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  s o  t h a t  
w e  m a y  u s e  l i n e a r  e q u a t i o n s  f o r  t h e i r  m o t i o n ,  t h e y  w i l l  o b t a i n  a  c o n s t a n t  
v e l o c i t y  of  f a l l  ( o r  r i s e )  u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  of  g r a v i t y ,  t o  b e  d e n o t e d  b y  
Vs . A c c o r d i n g  t o  T c h e n ' s  r e s u l t  q u o t e d  b e f o r e ,  t h i s  c o n s t a n t  m o t i o n  c a n  
b e  s e p a r a t e d  f r o m  t h e  r a n d o m  m o t i o n s .  I f  t h e  p a r t i c l e s  a r e  of  d i f f e r e n t  
s i z e s  a n d  s h a p e s ,  t h e  v a r i o u s  t y p e s  m a y  h a v e  d i f f e r e n t  v e l o c i t i e s  of  f a l l
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a n d  m u s t  b e  t r e a t e d  s e p a r a t e l y .  W e w i l l  d e a l ,  h o w e v e r ,  o n l y  w i t h  c a s e s  
w h e r e  t h e  p a r t i c l e s  a r e  u n i f o r m .
We c o n s i d e r  a  h o r i z o n t a l  p l a n e  P P ,  a t  a  g i v e n  l e v e l  z ,  i n  t h e  f i e l d .  
A t  a  c e r t a i n  i n s t a n t  t ,  t h i s  p l a n e  w i l l  c u t  t h r o u g h  a  n u m b e r  of  e l e m e n t s  of 
v o l u m e .  L e t  u s  i n d i c a t e  t h e  a r e a s  of  t h e  i n t e r s e c t i o n s  b y  ω i . If  w e  k n o w  
t h e  p a r t i c l e  d e n s i t y  n i , f o r  e a c h  e l e m e n t  of  v o l u m e ,  t h e  m e a n  p a r t i c l e  
d e n s i t y  o v e r  t h e  h o r i z o n t a l  p l a n e  P P
w i l l  b e  g i v e n  b y  t h e  s u m  Σ ω i n i , t a k e n  o v e r  u n i t  a r e a  of  P P .  T h i s  c a n  be
w r i t t e n  a s  -n, w h e r e  t h e  b a r  o v e r  n  d e n o t e s  t h e  m e a n  v a l u e  o v e r  t h e  p l a n e
P P .  S i n c e  g r a v i t y  g i v e s  a  v e r t i c a l  v e l o c i t y  of  f a l l  Vs t o  e v e r y  p a r t i c l e ,
t h e r e  w i l l  b e  a  c u r r e n t  of  p a r t i c l e s  d o w n w a r d  t h r o u g h  t h e  p l a n e  P P ,  of
i n t e n s i t y  Vs - n  p e r  u n i t  a r e a  a n d  i n  u n i t  t i m e .
S u p e r p o s e d  o n  t h i s  r e g u l a r  d o w n w a r d  m o t i o n  i s  t h e  e f f e c t  of  t h e  r a n ­
d o m  m o t i o n s .  I f  t h e  e l e m e n t s  a t  t h e  i n s t a n t  c o n s i d e r e d  h a v e  v e r t i c a l  v e ­
l o c i t i e s  w i ( p o s i t i v e  i f  d i r e c t e d  u p w a r d ) ,  t h e r e  w i l l  b e  a n  a g g r e g a t e  u p ­
w a r d  t r a n s p o r t  of  p a r t i c l e s  a m o u n t i n g  to
p e r  u n i t  a r e a  a n d  i n  u n i t  t i m e .  W e  m u s t  f i n d  o u t  h o w  t h i s  t r a n s p o r t  t h r o u g h  
r a n d o m  m o t i o n s  c a n  b e  r e l a t e d  t o  q u a n t i t i e s  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  a v e r a g e  d i s ­
t r i b u t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e s  o v e r  t h e  f i e l d  a n d  t h e  i n t e n s i t y  of  t h e  t u r b u l e n c e .
30 .  F o r  t h i s  p u r p o s e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  g i v e  a t t e n t i o n  t o  t h e  e x c h a n g e  
of  p a r t i c l e s  b e t w e e n  a d j a c e n t  e l e m e n t s  of v o l u m e .  T h i s  e x c h a n g e  w i l l  i n ­
f l u e n c e  t h e  v a l u e  of  n  f o r  a n  e l e m e n t ,  i f  t h e  a v e r a g e  p a r t i c l e  d e n s i t y  i n  t h e  
s u r r o u n d i n g  e l e m e n t s  i s  d i f f e r e n t .  L e t  u s  d e n o t e  t h i s  a v e r a g e  " s u r r o u n d ­
i n g  p a r t i c l e  d e n s i t y "  b y  n *.  T h e  r a t e  of  c h a n g e  of  n  d u e  t o  e x c h a n g e  of
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p a r t i c l e s ,  w i t h  a  c e r t a i n  d e g r e e  of a p p r o x i m a t i o n ,  c a n  b e  p u t  p r o p o r t i o n a l  
t o  n * -  n , a s  f o l l o w s :
H e r e  λ1 i s  a  c o e f f i c i e n t  d e p e n d i n g  on  a  n u m b e r  of  u n k n o w n  f a c t o r s ,  a m o n g  
w h i c h  a r e  t h e  d i m e n s i o n s  of t h e  e l e m e n t  c o n s i d e r e d  a n d  t h e  i n t e n s i t y  of  t h e  
s m a l l - s c a l e  m o t i o n s  ( e v e n t u a l l y  i n c l u d i n g  c l a s s i c a l  d i f f u s i o n  d u e  to  m o l e c u ­
l a r  e f f e c t s ) .  T h e  f a c t o r  λ1 m a y  be  d i f f e r e n t  f o r  e l e m e n t s  of  d i f f e r e n t  s i z e ,  
b u t  i f  w e  c l a s s i f y  t h e  e l e m e n t s  w e  m a y  s u p p o s e  t h a t  λ1 w i l l  h a v e  a p p r o x i ­
m a t e l y  t h e  s a m e  v a l u e  f o r  e l e m e n t s  of e q u a l  s i z e .  A  g e n e r a l  a v e r a g e  c a n  
t h e n  b e  t a k e n  a t  a  l a t e r  s t a g e  of  t h e  c a l c u l a t i o n s .
W e h a d  a l r e a d y  i n t r o d u c e d  t h e  a v e r a g e  v a l u e  -n o f  t h e  p a r t i c l e  d e n s i t y  
o v e r  t h e  p l a n e  P P ,  w h i c h  t h e  e l e m e n t  w e  a r e  c o n s i d e r i n g  i s  j u s t  c r o s s i n g .  
T h i s  g e n e r a l  a v e r a g e  v a l u e  n e e d  n o t  b e  t h e  s a m e  a s  n *. T h e  t w o  q u a n t i t i e s ,  
h o w e v e r ,  c a n n o t  d i f f e r  m u c h .  T h e  a v e r a g e  o v e r  t h e  p l a n e  P P  i n c l u d e s  a  
c o n t r i b u t i o n  f r o m  t h e  e l e m e n t  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  ( w i t h  d e n s i t y  n ), a  l a r g e  
c o n t r i b u t i o n  f r o m  i t s  s u r r o u n d i n g s  ( w i t h  d e n s i t y  n *) a n d  a  c o n t r i b u t i o n  f r o m  
f u r t h e r  e l e m e n t s .  I t  s e e m s  p o s s i b l e  u n d e r  t h e s e  c i r c u m s t a n c e s  t o  w r i t e :
w h e r e  a  i s  a  c o e f f i c i e n t  p r o b a b l y  n o t  d i f f e r i n g  m u c h  f r o m  u n i t y .  We c a n  
t h e n  t r a n s f o r m  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  d n / d t  i n t o :
( 1)
w h e r e  λ  = λ1 / a  i s  a  n e w  c o e f f i c i e n t ,  w h i c h  h e n c e f o r t h  w i l l  b e  u s e d  i n ­
s t e a d  of  λ1 . I t  c a n  b e  r o u g h l y  a s s u m e d  t h a t  λ i s  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  
t o  t h e  s q u a r e  of t h e  d i a m e t e r  of  t h e  e l e m e n t .
E q u a t i o n  ( 1) c a n  b e  u s e d  t o  f i n d  h o w  t h e  p a r t i c l e  d e n s i t y  n  i n  t h e  e l e ­
m e n t  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  h a s  a p p e a r e d  a s  t h e  r e s u l t  of  e x c h a n g e s  w i t h  
n e i g h b o r i n g  e l e m e n t s  d u r i n g  i t s  p a s t  h i s t o r y .  T h e  p r e s e n t  v a l u e  of  n  c a n  
b e  e x p r e s s e d  b y  t h e  i n t e g r a l  of  ( 1):
(2)
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H e r e  -n ( t  -  t ' )  i n d i c a t e s  t h e  m e a n  v a l u e  of  t h e  p a r t i c l e  d e n s i t y  a t  t h e  l e v e l  
w h e r e  t h e  e l e m e n t  f o u n d  i t s e l f  a t  t h e  i n s t a n t  t  -  t ' .  T o  f i n d  t h i s  p a r t i c l e  
d e n s i t y ,  w e  a s s u m e  t h a t  t h e  a v e r a g e  p a r t i c l e  d e n s i t y  i s  s t a t i o n a r y  ( i n d e ­
p e n d e n t  of  t h e  t i m e ) ,  a n d  t h a t ,  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  of  t h e  p l a n e  P P ,  i t  
c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  a  l i n e a r  f u n c t i o n  of z ,  s a y ,
T h e  l e v e l  z  w h e r e  t h e  c e n t e r  of  t h e  e l e m e n t  f i n d s  i t s e l f  a t  t h e  i n s t a n t  
t  -  t '  c a n  b e  f o u n d  b y  m e a n s  of  a n  i n t e g r a t i o n  of  t h e  v e r t i c a l  v e l o c i t y  w  
of t h e  e l e m e n t :
I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  v a l u e  of  -n f o r  t h e  l e v e l  a t  w h i c h  t h e  e l e m e n t  f o u n d  i t ­
s e l f  a t  t h e  i n s t a n t  t  -  t ' ,  i s  g i v e n  by :
(3)
31 .  W h e n  t h e  e x p r e s s i o n  (3)  i s  s u b s t i t u t e d  i n t o  (2)  w e  o b t a i n :
T h e  f i r s t  t e r m  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  n o t h i n g  e l s e  t h a n  t h e  a v e r a g e  
p a r t i c l e  d e n s i t y  -n a t  t h e  l e v e l  of P P  w h e r e  t h e  e l e m e n t  f i n d s  i t s e l f  a t  
t h e  i n s t a n t  t ;  i t  i s  i n d e p e n d e n t  of  t h e  p a r t i c u l a r  e l e m e n t  of  v o l u m e  u n d e r  
c o n s i d e r a t i o n .  W e  m a y  t h e r e f o r e  w r i t e :
(4)
w h e r e  b h a s  b e e n  r e p l a c e d  b y  d -n / d z .
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We m u s t  i n t r o d u c e  t h i s  e x p r e s s i o n  i n t o  t h e  f o r m u l a  -n w  f o r  t h e  t r a n s ­
p o r t  d u e  t o  r a n d o m  m o t i o n s .  S i n c e  i n  a  f i e l d  of  h o m o g e n e o u s  t u r b u l e n c e  t h e  
a s s u m p t i o n  of  r a n d o m  m o t i o n s  i m p l i e s  t h a t  t h e r e  i s  n o  a v e r a g e  f l o w ,  t h e  
m e a n  v a l u e  of  w  i t s e l f  o v e r  t h e  p l a n e  P P  m u s t  b e  z e r o  ( i n c o m p r e s s i b i l i t y  
b e i n g  p r e s u p p o s e d ) . H e n c e ,  i n  d e t e r m i n i n g  -n w ,  t h e  t e r m  -n i n  (4) d r o p s  
o u t  a n d  t h e r e  r e m a i n s :
(5)
F o r  e v e r y  v a l u e  c h o s e n  f o r  t ' t h e  m e a n  v a l u e o c c u r ­
r i n g  u n d e r  t h e  i n t e g r a l  s i g n  i s  t a k e n  o v e r  t h e  p l a n e  P P ;  t h i s  m e a n s  i t  
r e f e r s  t o  a l l  t h e  e l e m e n t s  of  v o l u m e  c r o s s i n g  t h e  p l a n e  P P  a t  t h e  i n s t a n t  t .  
H o w e v e r ,  i n  t h e  c a s e  of  s t a t i o n a r y  t u r b u l e n t  m o t i o n ,  t h i s  m e a n  v a l u e  c a n n o t  
d i f f e r  f r o m  t h e  m e a n  v a l u e  of c a l c u l a t e d  f o r  t h e  h i s t o r y  o f  a  
s i n g l e  e l e m e n t  of v o l u m e ;  t h a t  i s ,  c a l c u l a t e d  a s  a  t i m e - m e a n  v a l u e  b y  g i v i n g  
a  s e r i e s  of  v a l u e s  t o  t ,  k e e p i n g  t '  c o n s t a n t .  H e n c e  t h i s  m e a n  v a l u e  i s  e q u a l  
t o  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f o r  t h e  m o t i o n  of  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e ;  c o n s e ­
q u e n t l y  w e  s h a l l  w r i t e  R w f o r  i t .  I n  t h i s  w a y  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  t r a n s ­
p o r t a t i o n  of  p a r t i c l e s  t h r o u g h  t h e  p l a n e  P P  p e r  u n i t  a r e a  a n d  i n  u n i t  t i m e  c a n  
b e  w r i t t e n :
( 5 a )
T h i s  c a n  be  b r o u g h t  i n t o  t h e  f o r m :
(5b)
w h e r e ,  w r i t t e n  s o m e w h a t  m o r e  a c c u r a t e l y :
(5c)
T h i s  q u a n t i t y  D p i s  t h e  " t u r b u l e n t  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t " .  I n  d e f i n i n g  t h e  
a v e r a g e  v a l u e ,  w e  n o w  h a v e  a v e r a g e d  a l s o  o v e r  v a r i o u s  v a l u e s  of  t h e  e x p o ­
n e n t i a l  f a c t o r ,  s i n c e  e l e m e n t s  of  v o l u m e  c a n  h a v e  d i f f e r e n t  s i z e s  a n d  w i l l
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h a v e  d i f f e r e n t  e x c h a n g e  c o e f f i c i e n t s  λ .  I t  w i l l  b e  e v i d e n t  t h a t  w h e n  t h e  
r a t e  of e x c h a n g e  of  p a r t i c l e s  b e t w e e n  n e i g h b o r i n g  e l e m e n t s  o n  t h e  w h o l e  
i s  s l o w ,  s o  t h a t  a l l  λ a r e  s m a l l ,  D p  w i l l  p r a c t i c a l l y  b e  g i v e n  b y  t h e  o r d i ­
n a r y  i n t e g r a l  of  t h e  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n ,  a s  c o n s i d e r e d  b e f o r e  
i n  S e c t i o n  10 .  W h e n  t h e  r a t e  o f  e x c h a n g e  i s  l a r g e ,  t h e  t u r b u l e n t  d i f f u s i o n  
c o e f f i c i e n t  w i l l  b e  s m a l l e r  p r o v i d e d  t h e  c o r r e l a t i o n  c u r v e  i s  o f  s i m p l e  
t y p e  (w e  c o m e  b a c k  t o  t h i s  p o i n t  i n  S e c t i o n  37) .  T h e s e  r e s u l t s  c o n f i r m  
t h o s e  d e d u c e d  f r o m  t h e  g e n e r a l  r e a s o n i n g  of  S e c t i o n  28 .
T h e  e x p r e s s i o n  ( 5 c )  f o r  D p  i s  a l s o  a p p l i c a b l e  w h e n ,  i n s t e a d  of p a r t i ­
c l e s  c a r r i e d  b y  t h e  f l u i d ,  w e  c o n s i d e r  a  d i s s o l v e d  s u b s t a n c e .  I n s t e a d  of 
t h e  p a r t i c l e  d e n s i t y  n , w e  t h e n  b e t t e r  c o n s i d e r  t h e  c o n c e n t r a t i o n  c ( d e ­
f i n e d  a s  m a s s  p e r  u n i t  v o l u m e )  o f  t h e  d i s s o l v e d  s u b s t a n c e .  I n  t h i s  c a s e  
p r o b a b l y  λ  w i l l  m a i n l y  d e p e n d  o n  t r u e  m o l e c u l a r  d i f f u s i o n .
3 2 .  T h e  c o m p l e t e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s t r e n g t h  of t h e  c u r r e n t  of  
p a r t i c l e s ,  c o m b i n i n g  t h e  t r a n s p o r t  d u e  t o  g r a v i t y  w i t h  t h a t  d u e  t o  t h e  
r a n d o m  m o t i o n s ,  i s :
(6)
I n  t h e  c a s e  of  a  s t a t i o n a r y  f i e l d  M  m u s t  h a v e  a  c o n s t a n t  v a l u e  
( i n d e p e n d e n t  of  z ) ,  w h i c h  w i l l  b e  z e r o  i f  t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  f i e l d  c a n ­
n o t  b e  p e n e t r a t e d  b y  t h e  p a r t i c l e s .
W h e n  t h e  v a l u e  i s  n o t  c o n s t a n t ,  t h e  f i e l d  c a n n o t  b e  s t a t i o n a r y .  T h e  
d e d u c t i o n  g i v e n  a b o v e  l o s e s  s o m e w h a t  of  i t s  a p p l i c a b i l i t y ,  b u t  f o r  s l o w  
r a t e s  of  c h a n g e  i n  a  f i e l d  of  h o m o g e n e o u s  t u r b u l e n c e ,  w e  c a n  u s e  t h e  
e q u a t i o n :
(7)
I f  t h e  t u r b u l e n c e  i s  n o t  h o m o g e n e o u s ,  t h e  d e f i n i t i o n  of  t h e  c o r r e l a t i o n  
f u n c t i o n  w ( t  -  t ' )  w ( t )  w i l l  r e q u i r e  a d j u s t m e n t  a n d  m a y  d i f f e r  f r o m  t h e  
L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n .  I t s  v a l u e  w i l l  b e c o m e  a  f u n c t i o n  of  t h e  l e v e l  z 
f o r  w h i c h  M  m u s t  b e  o b t a i n e d .  E q u a t i o n  (7)  i s  r e p l a c e d  by :
(8)
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33 .  R e a c t i o n  of  t h e  P a r t i c l e s  o n  t h e  M o t i o n  of  t h e  F l u i d .  We h a v e  
a s s u m e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  c a l c u l a t i o n s  t h a t  g r a v i t y  g i v e s  a  c o n s t a n t  v e l o c i t y  
of f a l l  V t o  t h e  p a r t i c l e s .  T h i s  m e a n s  t h a t  t h e  e x t r a  w e i g h t  of p a r t i c l e s ,  
a b o v e  t h a t  of  t h e  f l u i d  d i s p l a c e d  b y  t h e m ,  i s  b a l a n c e d  b y  t h e  a v e r a g e  r e ­
s i s t a n c e  t h e y  e x p e r i e n c e  f r o m  t h e  f l u i d .  I n  t u r n  t h e y  e x e r c i s e  a  d o w n ­
w a r d  f o r c e  o n  t h e  f l u i d  e q u a l  t o  t h e  e x c e s s  of  w e i g h t .
We c a n  m a k e  u s e  of  t h i s  r e s u l t  i n  w r i t i n g  d o w n  a n  e q u a t i o n  of  m o t i o n  
f o r  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e  of t h e  f l u i d .  I n s t e a d  of  r e f e r r i n g  t o  t h e  c o m p l e t e  
h y d r o d y n a m i c a l  e q u a t i o n s ,  w e  s h a l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g  s i m p l i f i e d  f o r m :
(9)
O n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  t h e  f i r s t  t e r m  r e p r e s e n t s  t h e  m e a n  p r e s s u r e  g r a d ­
i e n t ,  w h i c h  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  m e a n  d e n s i t y  b y  t h e  r e l a t i o n :
-  d -p / d z  = g - ρ . T h e  t e r m  F z  h a s  b e e n  w r i t t e n  f o r  t h e  e f f e c t  of  r a n d o m l y  
c h a n g i n g  p r e s s u r e s  a r o u n d  t h e  e l e m e n t  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n  
of  t h e  f i e l d .  ( T h i s  t e r m  m a y  i n c l u d e  r a n d o m  e f f e c t s  o f  f r i c t i o n .  ) T h e n  
c o m e s  th e  a c t i o n  of  g r a v i t y  o n  t h e  e l e m e n t  w e  a r e  c o n s i d e r i n g ,  - g ρ . 
F i n a l l y  t h e  t e r m  -  K  ρw  h a s  b e e n  i n t r o d u c e d  a s  a  m e a s u r e  f o r  t h e  a v e r a g e  
r e s i s t a n c e  e x p e r i e n c e d  b y  t h e  e l e m e n t  i n  i t s  m o t i o n  b e t w e e n  t h e  s u r r o u n d ­
i n g  e l e m e n t s .  T h i s  e x p r e s s i o n  i s  n o  m o r e  t h a n  a n  a p p r o x i m a t i o n .
T h e  d e n s i t y  ρ of a n  e l e m e n t  d e p e n d s  o n  t h e  n u m b e r  of  p a r t i c l e s  p e r  
u n i t  v o l u m e  c o n t a i n e d  i n  i t ,  o r  o n  t h e  m a s s  c o n c e n t r a t i o n  of  s u s p e n d e d  o r  
d i s s o l v e d  m a t e r i a l .  W e a s s u m e  t h a t  t h e r e  i s  a  l i n e a r  r e l a t i o n  b e t w e e n  
c o n c e n t r a t i o n  a n d  d e n s i t y  of t h e  t y p e :
w h e r e  ρo r e p r e s e n t s  t h e  d e n s i t y  of t h e  p u r e  f l u i d  w i t h o u t  p a r t i c l e s  o r  d i s ­
s o l v e d  m a t e r i a l ,  w h i l e  α i s  a  c o n s t a n t  f a c t o r .  I t  t h e n  f o l l o w s  t h a t :
O u r  p r e v i o u s  e q u a t i o n  (4)  c o n s e q u e n t l y  c a n  b e  r e p l a c e d  by :
(4a )
T h i s  c a n  be  u s e d  t o  e l i m i n a t e  t h e  g r o u p  of  t e r m s :
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f r o m  E q .  (9) .  S i n c e  w e  t h e n  h a v e  t a k e n  s u f f i c i e n t  a c c o u n t  o f  t h e  d e n s i t y  f l u c ­
t u a t i o n s ,  w e  r e p l a c e  ρ b y  -ρ i n  t h e  t e r m s  ρ( d w / d t )  a n d  -  K  ρw .* In  t h i s  
w a y  w e  a r r i v e  a t  a n  i n t e g r o - d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  w.  B y  m e a n s  of  a  
s i m p l e  t r a n s f o r m a t i o n  i t  c a n  b e  r e d u c e d  t o  t h e  f o l l o w i n g  o r d i n a r y  d i f f e r e n ­
t i a l  e q u a t i o n  of  t h e  s e c o n d  o r d e r :
(10)
H e r e  t h e  l e t t e r  β h a s  b e e n  u s e d  f o r
( 1 0 a )
A p p e n d i x  t o  S e c t i o n  3 3 : D e r i v a t i o n  of E q .  (10 )
W h e n  ( 4 a )  i s  s u b s t i t u t e d  i n t o  (9) ,  w e  o b t a i n
w h i c h  c a n  a l s o  b e  w r i t t e n :
T a k i n g  t h e  d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  t i m e :
T h e  i n t e g r a l  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  b y  m e a n s  of  p a r t i a l  i n t e g r a t i o n  c a n  be  
t r a n s f o r m e d  i n t o :
* In  a  f l u i d  h e a v i l y  l o a d e d  w i t h  s e d i m e n t  ( o r  w i t h  a  d i s s o l v e d  s u b s t a n c e ) ,  
t h e  i n c r e a s e  i n  d e n s i t y  c a n  m a t e r i a l l y  a f f e c t  t h e  i n e r t i a  of t h e  e l e m e n t s .
T h e  s i m p l i f i c a t i o n  i n t r o d u c e d  i n  t h e  t e x t  t h e n  i s  n o t  a l l o w e d .
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T h e  l a t t e r  i n t e g r a l  c a n  b e  e l i m i n a t e d  w i t h  t h e  a i d  of  t h e  u n d i f f e r e n t i a t e d  
e q u a t i o n ,  g i v i n g  t h e  r e s u l t :
T h i s  c a n  e a s i l y  b e  r e a r r a n g e d  s o  a s  to  o b t a i n  t h e  f o r m  ( 1 0 ) .
3 4 *  We f i r s t  d i s c a r d  t h e  e f f e c t  of  t h e  f o r c e s  F z a n d  c o n s i d e r  t h e
h o m o g e n e o u s  e q u a t i o n :
(10b)
If  t h e  d e n s i t y  g r a d i e n t ,  d ρ / d z  = 0,  β =  0,  a n d  t h e  s o l u t i o n s  of  t h i s  
e q u a t i o n  w i l l  r e p r e s e n t  d a m p e d  m o t i o n s .  A  p o s i t i v e  v a l u e  of  d ρ/ d z  
m a k e s  β n e g a t i v e .  W h e n  β g + K λ  <  0,  s o l u t i o n s  a p p e a r  w h i c h  r e p r e s e n t  
m o t i o n s  i n c r e a s i n g  i n  t i m e .  T h i s  m e a n s  t h a t  a  s i t u a t i o n  i n  w h i c h  t h e  d e n s i t y  
i n c r e a s e s  u p w a r d s  ( h e a v i e r  l a y e r s  o n  to p  of  l i g h t e r  l a y e r s )  w i l l  b e  u n s t a b l e  
i f  t h e  g r a d i e n t  e x c e e d s  a  c e r t a i n  l i m i t .  W i t h  a  n e g a t i v e  d e n s i t y  g r a d i e n t  
( l i g h t e r  l a y e r s  a b o v e  t h e  h e a v i e r  o n e s )  a l l  s o l u t i o n s  of ( 1 0 b )  a r e  d a m p e d ;  
h e n c e  s i t u a t i o n s  w i t h  n e g a t i v e  d ρ / d z  a r e  a l w a y s  s t a b l e .  I n  t h e  c a s e
t h e  s o l u t i o n s  w i l l  h a v e  a  p e r i o d i c  c h a r a c t e r ,
* I n  p r e p a r i n g  t h i s  s e c t i o n  a n d  s e c t i o n  36 - 3 9 ,  g r e a t  h e l p  h a s  b e e n  
d e r i v e d  f r o m  a  r e p o r t  b y  i r .  J .  C.  S c h o n f e l d  of t h e  " R y k s w a t e r s t a a t "  
( G o v e r n m e n t  W a t e r  B o a r d )  i n  H o l l a n d ,  w r i t t e n  f o r  a  s e m i n a r  o n  t u r b u ­
l e n c e  a t  t h e  L a b o r a t o r i u m  v o o r  A e r o - e n  H y d r o d y n a m i c a  d e r  T e c h n i s c h e  
H o g e s c h o o l ,  h e l d  i n  t h e  s p r i n g  of  19 5 0 .
- 7 7 -
W h e n  th e  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  r e - i n t r o d u c e d ,  t h e  a p p r o p r i a t e  s o l u t i o n  of 
(10 )  f o r  t h e  l a s t  m e n t i o n e d  c a s e  c a n  be  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m :
( 11 )
w h e r e w h i l e  φ h a s  b e e n  u s e d  a s  a n
a b b r e v i a t i o n  f o r
M u c h  n o w  d e p e n d s  o n  t h e  m a g n i t u d e  of  K a n d  λ . I f  t h e  r e s i s t a n c e ,  
e x p r e s s e d  b y  t h e  c o e f f i c i e n t  K, w o u l d  b e  d u e  m a i n l y  t o  o r d i n a r y  v i s c o s i t y ,  
t h i s  c o e f f i c i e n t  a p p e a r s  t o  b e  of  t h e  o r d e r  of  m a g n i t u d e  3ν / R 2 , ν  b e i n g  
t h e  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y  of  t h e  f l u i d  a n d  R  a  m e a n  r a d i u s  of  t h e  e l e m e n t .
I f  t h e  e x c h a n g e  of  t h e  t r a n s p o r t e d  m a t e r i a l  i s  e x c l u s i v e l y  d u e  t o  o r d i n a r y  
m o l e c u l a r  d i f f u s i o n ,  i t  i s  g e n e r a l l y  f o u n d  t h a t  λ i s  m u c h  s m a l l e r  t h a n  K .  
W h e n  e f f e c t s  of  s m a l l  s c a l e  m o t i o n s  m u s t  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ,  t h e  v a l u e  
i s  d i f f i c u l t  t o  e s t i m a t e ;  b u t  i t  w i l l  b e  s e e n  a l r e a d y  h o w  m u c h  d e p e n d s  on  
t h e  s i z e  of  t h e  e l e m e n t s  of  v o l u m e  w h i c h  c a n  be  c o n s i d e r e d  a s  m o v i n g  m o r e  
o r  l e s s  i n d i v i d u a l l y .  W i t h  l a r g e  e l e m e n t s ,  c o m p l i c a t i o n s  p r e s e n t  t h e m s e l v e s  
w h i c h  h a v e  n o t  a p p e a r e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  d e d u c t i o n s ;  f o r  i n s t a n c e ,  e x c h a n g e  
of  p a r t i c l e s  o r  of  d i s s o l v e d  s u b s t a n c e  w i l l  m a i n l y  b e  l i m i t e d  t o  s u r f a c e  l a y e r s ;  
f u r t h e r ,  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  t r a n s p o r t  of  m a t e r i a l  t h r o u g h  t h e  p l a n e  P P ,  c o n ­
s i d e r e d  b e f o r e ,  w e  m u s t  g i v e  a t t e n t i o n  to  w h e t h e r  t h e  c e n t e r  of  t h e  e l e m e n t  
i s  i n  t h i s  p l a n e  o r  i s  a t  a n  a p p r e c i a b l e  d i s t a n c e  a b o v e  o r  b e l o w  i t .
I f  t h e r e  i s  n o  p r e - e x i s t i n g  t u r b u l e n c e ,  b u t  o n l y  a  s t r a t i f i e d  s y s t e m  i n
w h i c h  t h e  f o r c e s  i n d i c a t e d  b y  F z w o u l d  h a v e  t h e  c h a r a c t e r  of  m i n o r  d i s -
t u r b i n g  e f f e c t s ,  a  p o s i t i v e  v a l u e  of dρ / d z ,  w i l l  a l w a y s  b r i n g  i n s t a b i l i t y .
T h e  d i m e n s i o n s  of  t h e  e l e m e n t s  of  v o l u m e  m a y  d e p e n d  o n  f e a t u r e s  of  t h e  
d i s t r i b u t i o n  of t h e  d i s t u r b a n c e s  F 2 a n d  m a y  b e c o m e  l a r g e .  I n  t h e  c a s e  of  
a  n e g a t i v e  dρ / d z ,  a l l  m o t i o n s  w i l l  b e  d a m p e d ,  b u t  t h e r e  m a y  a p p e a r  m o t i o n s  
of  p e r i o d i c  c h a r a c t e r  w i t h  v e r y  s m a l l  d a m p i n g .
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I f  t u r b u l e n c e  a l r e a d y  e x i s t s ,  t h e  d i m e n s i o n s  of  t h e  r a n d o m l y  m o v i n g  
e l e m e n t s  of  v o l u m e  w i l l  b e  m a i n l y  d e t e r m i n e d  b y  t h e  c h a r a c t e r  of  t h e  t u r b u ­
l e n c e .  T h e  t r a n s p o r t  p h e n o m e n a  c a n  t h e n  b e  c o n s i d e r e d  a s  s e c o n d a r y  e f ­
f e c t s .  N e v e r t h e l e s s ,  t h e  c i r c u m s t a n c e  t h a t  E q .  ( 1 0 b )  l e a d s  t o  d a m p e d  m o ­
t i o n s  w h e n  d ρ / d z  < 0 i n d i c a t e s  t h a t  l o s s  of e n e r g y  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  
t r a n s p o r t  p h e n o m e n a .  T h i s  c a n  a l s o  b e  s e e n  f r o m  E q .  (9) i f  t h i s  e q u a t i o n  i s  
m u l t i p l i e d  b y  w  a n d  a  m e a n  v a l u e  i s  t a k e n  o v e r  a l l  e l e m e n t s  c r o s s i n g  t h e  
p l a n e  P P ;  w e  t h e n  o b t a i n
(12)
T h e  l e f t - h a n d  s i d e  d e s c r i b e s  t h e  i n c r e a s e  of  t h e  a v e r a g e  k i n e t i c  e n e r g y  of  
t h e  v e r t i c a l  m o t i o n .  T h e  m e a n  v a l u e  -  w ( d p / d z ) ,  i n  w h i c h  d p / d z  i s  a  
c o n s t a n t  i n d e p e n d e n t  o f  w ,  d r o p s  o u t .  T h e  t e r m  F z w  r e p r e s e n t s  t h e  a v e r ­
a g e  e x p e n d i t u r e  of  e n e r g y  b y  t h e  f l u c t u a t i n g  p r e s s u r e  g r a d i e n t s  m a i n t a i n i n g  
t h e  v e r t i c a l  r a n d o m  m o t i o n .  T h i s  e n e r g y  m u s t  b e  d e r i v e d  f r o m  o t h e r  f o r m s  
of  m o t i o n ,  a  q u e s t i o n  t o  w h i c h  w e  s h a l l  g i v e  s o m e  a t t e n t i o n  l a t e r  o n ,  i n  c o n ­
n e c t i o n  w i t h  t h e  p r o b l e m  o f  e x c h a n g e  of  m o m e n t u m .  A t  t h e  p r e s e n t  m o m e n t  
t h i s  q u a n t i t y  m a y  b e  c o n s i d e r e d  a s  g i v e n .  T h e  l a s t  t e r m  of  t h e  e q u a t i o n ,
K ρ w 2 , r e p r e s e n t s  a  l o s s  of  e n e r g y  t h r o u g h  f r i c t i o n ;  t h i s  i s  p a r t  o f  t h e  
o r d i n a r y  d i s s i p a t i o n  a l w a y s  t o  b e  f o u n d  i n  t u r b u l e n t  m o t i o n .  F i n a l l y ,  t h e  
t e r m  -  g ρ w  i s  t h e  o n l y  o n e  i n  w h i c h  w e  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  c o r r e l a t i o n  
b e t w e e n  ρ a n d  w .  A c c o r d i n g  t o  (4) a n d  (5)  i t  c a n  b e  w r i t t e n :
( 1 2 a )
F o r  n e g a t i v e  d ρ/ d z ,  s o  t h a t  β > 0,  t h i s  t e r m  g i v e s  t h e  e x t r a  l o s s  of  e n e r g y  
c o n n e c t e d  w i t h  t h e  t u r b u l e n t  s p r e a d i n g  of  a  h e a v y  a d m i x t u r e .
W h e n  t h e  f i e l d  i s  s t a t i o n a r y  a n d  w h e n  t h e  c u r r e n t  M ,  a s  g i v e n  b y  E q .  (6)  
i s  z e r o ,  w e  h a v e :
w h i c h  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  i n t o :
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T h i s  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  w r i t e  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  l o s s  of  e n e r g y  a l s o  
i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m  :
( 1 2 b )
w h i c h  s h o w s  t h a t  t h e  l o s s  o f  e n e r g y  i s  g i v e n  b y  t h e  e x c e s s  of  w e i g h t  p e r  
u n i t  v o l u m e  m u l t i p l i e d  b y  t h e  v e l o c i t y  of  f a l l .  I t  i s  t h u s  e q u a l  to  t h e  w o r k  
w h i c h  m u s t  b e  d o n e  a g a i n s t  g r a v i t y  t o  k e e p  t h e  p a r t i c l e s  i n  s u s p e n s i o n  
a n d  to  c o u n t e r a c t  t h e i r  s e d i m e n t a t i o n .
S i n c e ,  i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  l a r g e r  e l e m e n t s  of  v o l u m e  h a v e  th e  
g r e a t e s t  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  w i t h  t h e i r  s u r r o u n d i n g s  (w e  h a v e  s e e n  t h a t  
d i f f u s i o n  o p e r a t e s  m o s t  r a p i d l y  t o w a r d s  e q u a l i z a t i o n  w h e n  t h e  d i m e n s i o n s  
o f  t h e  e l e m e n t  a r e  s m a l l ) ,  w e  m a y  e x p e c t  t h a t  t h e  m o t i o n  of t h e  l a r g e r  
e l e m e n t s  w i l l  s u f f e r  m o s t  f r o m  t h i s  l o s s  of e n e r g y .  H e n c e  t h e  p r e s e n c e  
of  p a r t i c l e s  k e p t  i n  s u s p e n s i o n  w i l l  h a v e  t h e  t e n d e n c y  to  r e d u c e  t h e  l a r g e  
s c a l e  t u r b u l e n t  m o t i o n s .
I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  a  l a r g e  n e g a t i v e  v a l u e  o f  d ρ / d z  m a y  f a v o r  t h e  
a p p e a r a n c e  of  a  m o r e  o r  l e s s  p e r i o d i c  m o t i o n  of  e l e m e n t s  of s u f f i c i e n t  
s i z e .  I f  s u c h  m o t i o n s  a p p e a r ,  t h e y  m a y  i n f l u e n c e  t h e  f o r m  of  t h e  c o r ­
r e l a t i o n  c u r v e .  W e c o m e  b a c k  t o  t h i s  i n  S e c t i o n  37 .
35 .  T r a n s p o r t  o f  H e a t .  T h e  t r a n s p o r t  of h e a t  d e p e n d s  on  t u r b u ­
l e n c e  i n  m u c h  t h e  s a m e  w a y  a s  t h e  t r a n s p o r t  of  p a r t i c l e s ,  e t c . , b u t  
c e r t a i n  d e t a i l s  r e q u i r e  s e p a r a t e  c o n s i d e r a t i o n .
I n  t h e  f i r s t  p l a c e ,  t e m p e r a t u r e  c h a n g e s  p r o d u c e  c h a n g e s  i n  d e n s i t y  
a n d  t h u s  a f f e c t  t h e  v o l u m e  of  t h e  r a n d o m l y  m o v i n g  e l e m e n t s .  A l t h o u g h  
t h e  c h a n g e  of  v o l u m e  i s  s m a l l ,  a c c o u n t  of  i t  m u s t  b e  t a k e n  i n  c a l c u l a t i n g  
t h e  a m o u n t  of  w o r k  d o n e  i n  t r a n s p o r t i n g  e l e m e n t s  of  v o l u m e  i n  a  f i e l d  
w i t h  a  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t .  W e ,  t h e r e f o r e ,  i n t r o d u c e  t h e  d e n s i t y  ρ of  
t h e  e l e m e n t  a n d  o b t a i n  a n  a g g r e g a t e  t r a n s p o r t  o f  m a s s  t h r o u g h  o u r  p l a n e  
P P :  Σωi ρi w i = ρw . In  t h e  p r e s e n t  c a s e ,  a l t h o u g h  t h e  e l e m e n t s  of
v o l u m e  m a y  e x c h a n g e  h e a t  a n d  t h u s  c h a n g e  t h e i r  d e n s i t y ,  w e  c a n  a s s u m e
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t h a t  t h e r e  i s  n o  r e s u l t i n g  t r a n s p o r t  of  m a t t e r .  C o n s e q u e n t l y  t h e  c o n d i t i o n  
w  = 0 ,  w h i c h  w e  c o u l d  u s e  f o r  i n c o m p r e s s i b l e  m o t i o n ,  m u s t  n o w  b e  r e p l a c e d  
b y  ρw  = 0.
If t h e  t e m p e r a t u r e  of  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e  i s  T ,  t h e  t r a n s p o r t  o f  h e a t ,  
p e r  u n i t  a r e a  a n d  i n  u n i t  t i m e ,  i s  g i v e n  b y :
C v  b e i n g  t h e  s p e c i f i c  h e a t  a t  c o n s t a n t  v o l u m e .  A t  t h e  s a m e  t i m e ,  w o r k  i s  
d o n e  b y  t h e  p r e s s u r e  t o  t h e  a m o u n t :
R  h e r e  b e i n g  t h e  g a s  c o n s t a n t ,  s o  t h a t  p  = R ρ T .  H e n c e  t h e  t o t a l  t r a n s p o r t  
of  e n e r g y  i s  g i v e n  b y :
(13)
w h e r e  Cp = C v  + R  i s  t h e  s p e c i f i c  h e a t  a t  c o n s t a n t  p r e s s u r e .
F u r t h e r ,  t h e  t e m p e r a t u r e  of  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e  d u r i n g  i t s  r a n d o m  
m o v e m e n t  d o e s  n o t  o n l y  c h a n g e  t h r o u g h  c o n d u c t i o n  b u t  a l s o  b e c a u s e  of  d i f ­
f e r e n t  p r e s s u r e .  T h e r e  w i l l  b e  a  s y s t e m a t i c  e f f e c t  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  m e a n  
p r e s s u r e  g r a d i e n t  i n  t h e  f i e l d ,  w h i c h  i t s e l f  i s  c o n n e c t e d  w i t h  g r a v i t y .  A p p l y ­
i n g  P o i s s o n ' s  l a w ,  a c c o r d i n g  t o  w h i c h  t h e  a b s o l u t e  t e m p e r a t u r e  i s  p r o p o r ­
t i o n a l  t o  p r e s s u r e  (γ  -  l ) / γ  f o r  a d i a b a t i c  c h a n g e s  of  s t a t e ,  w e  h a v e :
a n d  w e  f i n d  a  r a t e  of c h a n g e  of  t e m p e r a t u r e  f o r  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e  p o s ­
s e s s i n g  t h e  v e r t i c a l  v e l o c i t y  v  of  a m o u n t :
H e r e  γ  = Cp / C v , w h e r e  Cp i s  t h e  s p e c i f i c  h e a t  a t  c o n s t a n t  p r e s s u r e ,  Cv 
i s  s p e c i f i c  h e a t  a t  c o n s t a n t  v o l u m e .  M a k i n g  u s e  of  t h e  e q u a t i o n  of  s t a t e  f o r  
a n  i d e a l  g a s ,  p  = RρT ,  w e  h a v e  Cp -  C v  = R ,  i f  c o n s i s t e n t  u n i t s  a r e  u s e d ,
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i . e . , s p e c i f i c  h e a t  m e a s u r e d  i n  u n i t s  of  e n e r g y  p e r  d e g r e e ,  e t c .  W e n o w  
c a n  w r i t e :
T h i s  q u a n t i t y  i s  c a l l e d  t h e  " a d i a b a t i c  l a p s e  r a t e "  of  t h e  t e m p e r a t u r e .  I t  
s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  i f  w e  h a d  i n v e s t i g a t e d  h e a t  t r a n s p o r t  i n  a  h o r i z o n t a l  
d i r e c t i o n ,  i n  a  f i e l d  w h i c h  d o e s  n o t  s h o w  a  m e a n  p r e s s u r e  g r a d i e n t  i n  t h e  
d i r e c t i o n  w e  a r e  c o n s i d e r i n g ,  Γ m u s t  b e  r e p l a c e d  b y  z e r o .  A d d i n g  
( d T / d t ) P o i s s o n  t o  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  b y  c o n d u c t i o n  o f  h e a t  f r o m  a n  e l e m e n t
t o  i t s  s u r r o u n d i n g s ,  o r  i n v e r s e l y ,  f o r  w h i c h  w e  a g a i n  w i l l  m a k e  u s e  of  a  
c o e f f i c i e n t  λ , w e  o b t a i n :
(14 )
A n  e x t r a  t e r m  ψ h a s  b e e n  i n t r o d u c e d ,  w h i c h  c a n  b e  u s e d  i f  t h e r e  a r e  o t h e r  
e f f e c t s  i n f l u e n c i n g  t h e  t e m p e r a t u r e ,  f o r  i n s t a n c e  r a d i a t i o n  o r  c o n d e n s a t i o n  
p h e n o m e n a .  W h e n  t h e r e  i s  n o  n e e d  t o  t a k e  s u c h  e f f e c t s  i n t o  a c c o u n t ,  ψ c a n  
b e  o m i t t e d .
If  w e  u s e  t h e  l e t t e r  b  n o w  to  d e n o t e  t h e  m e a n  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t  
d T / d z ,  w e  c a n  w r i t e :
f o r  t h e  m e a n  t e m p e r a t u r e  a t  t h e  l e v e l  w h e r e  o u r  e l e m e n t  of  v o l u m e  f o u n d  
i t s e l f  a t  t h e  i n s t a n t  t  -  t ' . W i t h  t h e  a i d  of  t h i s  f o r m u l a ,  t h e  i n t e g r a l  of 
(14)  c a n  b e  b r o u g h t  i n t o  t h e  f o r m :
(15 )
T  h e r e  d e n o t i n g  t h e  m e a n  t e m p e r a t u r e  a t  t h e  l e v e l  w h e r e  t h e  e l e m e n t  f i n d s  
i t s e l f  a t  t h e  i n s t a n t  t ,  i . e . ,  a t  t h e  p l a n e  P P .  T h e  t r a n s p o r t  of  e n e r g y  
a c r o s s  t h i s  p l a n e ,  p e r  u n i t  a r e a  a n d  i n  u n i t  t i m e ,  n o w  b e c o m e s :
(16)
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I n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  a v e r a g e s  w e  h a v e  t a k e n  a p a r t  t h e  m e a n  d e n s i t y  ρ 
s i n c e  t h e  i n a c c u r a c y  i n t r o d u c e d  i n  t h i s  w a y  c a n  b e  n e g l e c t e d .
If  w e  l e a v e  a s i d e  t h e  e f f e c t s  i n c l u d e d  u n d e r  t h e  t e r m  ψ , i t  w i l l  b e  s e e n  
t h a t  t h e  h e a t  t r a n s p o r t  i n  t h e  v e r t i c a l  d i r e c t i o n  d e p e n d s  o n  t h e  f a c t o r  b  + Γ. 
I t  v a n i s h e s  w h e n  t h e  m e a n  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t  b  = d T / d z  = -  Γ, t h a t  i s ,  
w h e n  t h e  t e m p e r a t u r e  d e c r e a s e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  a d i a b a t i c  l a p s e  r a t e .  T h e  
s o - c a l l e d  p o t e n t i a l  t e m p e r a t u r e  t h e n  i s  c o n s t a n t  i n  t h e  v e r t i c a l  d i r e c t i o n .
A n  i n t e r e s t i n g  f e a t u r e  m a y  be  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  t e r m  ψ. S i n c e  t h e  
t e m p e r a t u r e  of  t h e  e l e m e n t  i n f l u e n c e s  i t s  d e n s i t y  a n d  t h u s  i t s  b u o y a n c y  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  s u r r o u n d i n g  e l e m e n t s ,  ψ c a n  h a v e  i n f l u e n c e  o n  the  m o t i o n  a n d  
a c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  ψ a n d  w i s  p o s s i b l e .  T h i s  c a n  h a v e  th e  e f f e c t  t h a t  
b  + Γ s o m e t i m e s  m u s t  h a v e  a  s m a l l  p o s i t i v e  v a l u e  to m a k e  Q v a n i s h .
3 6 .  T r a n s f e r  of  M o m e n t u m  i n  a  S t r a t i f i e d  T u r b u l e n t  F l o w .  T h u s  
f a r  t h e  r a n d o m  m o t i o n s  w e  h a v e  b e e n  c o n s i d e r i n g  w e r e  i n  t h e  v e r t i c a l  d i r e c ­
t i o n .  R e f e r e n c e  t o  t u r b u l e n t  m o t i o n s  i n  o t h e r  d i r e c t i o n s  h a s  b e e n  m a d e  o n l y
i n s o f a r  a s  t h e  p r e s s u r e  f o r c e  F z i n  E q .  (9)  m i g h t  d e p e n d  o n  t h e m .
I f  w e  c o n s i d e r  a  s t r a t i f i e d  t u r b u l e n t  f l o w  i n  w h i c h  t h e  m e a n  v e l o c i t y  of 
f l o w  i s  a  f u n c t i o n  of  z ,  t h e  v e r t i c a l  m o t i o n  of t h e  e l e m e n t s  of  v o l u m e  w i l l  
b r i n g  a b o u t  a  t r a n s f e r  of h o r i z o n t a l  m o m e n t u m .  I n  p r i n c i p l e ,  s i m i l a r  r e l a ­
t i o n s  a r e  e f f e c t i v e  i n  t h i s  p h e n o m e n o n  a s  h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r e ­
c e d i n g  s e c t i o n s .  T h e  q u a n t i t y  t r a n s p o r t e d  i s  t h e  h o r i z o n t a l  m o m e n t u m  c o m ­
p o n e n t  ( i n  t h e  d i r e c t i o n  of  t h e  m e a n  f l o w ) .  W e ,  t h e r e f o r e ,  n e e d  a n  e q u a t i o n  
d e s c r i b i n g  h o w  t h e  h o r i z o n t a l  v e l o c i t y  i s  i n f l u e n c e d  b y  t h e  m o t i o n  of  t h e  s u r ­
r o u n d i n g  e l e m e n t s .  F o r  t h i s  w e  u s e :
(17)
I n  t h i s  e q u a t i o n ,  w h e r e  a t t e n t i o n  i s  n o t  d i r e c t e d  to  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  of 
f o r e i g n  m a t e r i a l  o r  of  h e a t ,  t h e  m e a n  d e n s i t y  c a n  b e  u s e d .  T h e  t e r m  F x ,
w h i c h  i s  s i m i l a r  t o  F  o c c u r r i n g  i n  E q .  (9) ,  r e p r e s e n t s  t h e  e f f e c t  of 
p r e s s u r e s  g i v i n g  a  r e s u l t a n t  i n  t h e  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n ,  w h i l e  K  a g a i n  
h a s  b e e n  u s e d  to  d e s c r i b e  t h e  r e s i s t a n c e  e x p e r i e n c e d  b y  t h e  h o r i z o n t a l  m o ­
t i o n .  T h e  m e a n  v e l o c i t y  of  f l o w  i n  t h e  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n  u  ( o f t e n  w r i t t e n  
U) i s  a  f u n c t i o n  of  z .
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I f  w e  w r i t e  d u / d z  = U ' ,  t h e  i n t e g r a l  of  ( 1 7 ) b e c o m e s :
T h e  t r a n s f e r  of  m o m e n t u m  i s  n o w  g i v e n  b y :
(18)
I t  i s  g e n e r a l l y  a s s u m e d  t h a t  t h e r e  i s  n o  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  w  a n d  Fx a n d  
t h e  l a s t  t e r m  c a n  b e  l e f t  o u t .
T h e  t r a n s f e r  o f  m o m e n t u m  c a n  b e  d e s c r i b e d  a s  a  s h e a r i n g  s t r e s s  
a c t i n g  on  t h e  m e a n  f i e l d  of f l o w .  T h e  s t r e s s  i s  o r d i n a r i l y  d e f i n e d  w i t h  
t h e  o p p o s i t e  s i g n ,  s o  t h a t :
( 1 8 a )
37 .  W e h a v e  n o w  o b t a i n e d  t h r e e  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s :
(I)
c o m p a r e  E q .  (5c )  f o r  p a r t i c l e s ,  w i t h  λ r e f e r r i n g  t o  p a r t i c l e  e x c h a n g e  
b e t w e e n  n e i g h b o r i n g  e l e m e n t s ;
(II)
c o m p a r e  E q .  (16)  f o r  h e a t ,  w i t h  λ r e f e r r i n g  to  h e a t  c o n d u c t i o n  b e t w e e n  
n e i g h b o r i n g  e l e m e n t s ;
(III)
c o m p a r e  E q .  (18)  f o r  m o m e n t u m  K r e f e r r i n g  t o  t h e  r e s i s t a n c e  e x p e r i e n c e d
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b y  a n  e l e m e n t  i n  i t s  h o r i z o n t a l  m o t i o n .  A l l  e x p r e s s i o n s  d e p e n d  o n  t h e  s a m e  
c o r r e l a t i o n  i n  t h e  v e r t i c a l  m o t i o n  of  t h e  e l e m e n t s ,  b u t  t h e  e x p o n e n t i a l  f a c ­
t o r s  a r e  d i f f e r e n t .  I f  t h e  e x p o n e n t i a l  f a c t o r  i s  o m i t t e d  a l t o g e t h e r ,  w e  a r r i v e  
a t
(IV)
w h i c h  i s  e q u a l  t o  t h e  c o e f f i c i e n t  of  t u r b u l e n t  s p r e a d i n g  f o r  p a r t i c l e s  c o m ­
p l e t e l y  f o l l o w i n g  t h e  m o t i o n  o f  t h e  e l e m e n t s  of  v o l u m e ,  a s  d i s c u s s e d  i n  
S e c t i o n  10 ( C h a p t e r  I I ) .
C o m p a r i n g  D m  a n d  D p , i f  w e  c a n  a s s u m e  K > λ, a s  i s  t h e  c a s e  
w h e n  t h e  e x c h a n g e  of  m a t e r i a l  b e t w e e n  e l e m e n t s  of  v o l u m e  i s  d u e  t o  m o l e c ­
u l a r  d i f f u s i o n  o n l y ,  o n e  c a n  e x p e c t  t h a t  i n  g e n e r a l
p r o v i d e d  t h e  c o r r e l a t i o n  c u r v e  i s  of s i m p l e  s h a p e  ( R w d e c r e a s i n g  f r o m  i t s  
m a x i m u m  t o  z e r o  w i t h o u t  c h a n g e  of  s i g n ) .  H o w e v e r ,  i f ,  i n  t h e  c a s e  of  a  
l a r g e  d e n s i t y  g r a d i e n t  w h e r e  t h e r e  i s  a n  i m p o r t a n t  n u m b e r  of  e l e m e n t s  of 
v o l u m e  w i t h  a  ( d a m p e d )  p e r i o d i c  m o t i o n ,  t h e r e  s e e m s  to  b e  a  p o s s i b i l i t y  f o r  
R w  t o  b e  of t h e  f o r m :
I n  s u c h  a  c a s e  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t
f o r  p a r t i c u l a r  v a l u e s  of  K ,  e v e n  i f  K >  λ
M e a s u r e m e n t s  b y  J .  P .  J a c o b s e n *  i n  t h e  D a n i s h  W a t e r s  h a v e  s h o w n
*R a p p o r t s  e t  P r o c .  V e r b a u x  d e s  R e u n i o n s  d u  C o n s e i l  P e r m a n e n t  p o u r  
l ' E x p l o r a t i o n  de l a  M e r ,  v o l .  6 4 ,  p .  5 9 , 1930 .
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t h a t  s u c h  c a s e s  a r e  f o u n d  i n  n a t u r e ,  a l t h o u g h  c a s e s  w i t h  Dm <  Dp a r e
f o u n d  m o r e  c o m m o n l y .
T h e  i n v e s t i g a t i o n s  m a d e  b y  V. A .  V a n o n i *  l i k e w i s e  h a v e  g i v e n  c a s e s
w h e r e  Dp c a n  b e  e i t h e r  l a r g e r  o r  s m a l l e r  t h a n  Dm . I t  w a s  f o u n d  t h a t  f o r  
f i n e  m a t e r i a l  Dp t e n d e d  t o  b e  l a r g e r  t h a n  Dm , w h i c h  i s  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  
t h e  f i r s t  c a s e  m e n t i o n e d  a b o v e ,  s o  t h a t  w e  a r e  l e d  to  a s s u m e  t h a t  w i t h  f i n e  
s e d i m e n t  K  > λ .  W i t h  c o a r s e r  s e d i m e n t  t h e  o p p o s i t e  r e l a t i o n  w a s  o b t a i n ­
e d .  I w o u l d  s u p p o s e  t h a t  i n  t h i s  c a s e  t h e  e x p l a n a t i o n  m u s t  n o t  b e  s o u g h t  i n  
t h e  a p p e a r a n c e  of  p e r i o d i c  m o t i o n s ,  b u t  r a t h e r  i n  a n  i n c r e a s e d  t e n d e n c y  of 
c o a r s e  p a r t i c l e s  t o  e s c a p e  f r o m  e l e m e n t s  of  v o l u m e  to  n e i g h b o r i n g  o n e s ,  
w h i c h  m i g h t  m a k e  t h e  f a c t o r  λ f o r  t h e m  t o  b e  m u c h  l a r g e r  t h a n  t h e  c o e f ­
f i c i e n t  K.
3 8 .  W h e n  a  s h e a r i n g  s t r e s s  τ xz a c t s  on  a  f i e l d  of  f l o w  w i t h  a  m e a n
v e l o c i t y  g r a d i e n t  d u / d z  = U ' ,  t h e  e n e r g y  t r a n s m i t t e d  t o  t h e  t u r b u l e n t  m o ­
t i o n s  p e r  u n i t  v o l u m e  a n d  i n  u n i t  t i m e  i s :
(19)
T h i s  e n e r g y  i s  d e r i v e d  f r o m  t h e  w o r k  d o n e  b y  t h e  e x t e r i o r  f o r c e s  d r i v i n g  
t h e  f l u i d ,  f o r  i n s t a n c e  i n  t h e  c a s e  of  f l o w  t h r o u g h  a  t u b e  f r o m  t h e  l o n g i t u d i ­
n a l  p r e s s u r e  d r o p ,  a n d  i n  t h e  c a s e  of  a n  i n c l i n e d  c a n a l  f r o m  g r a v i t y .  I t  
i s  f i n a l l y  s p e n t  t h r o u g h  f r i c t i o n  i n  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n .  I f  t h e r e  i s  a  n e g a ­
t i v e  d e n s i t y  g r a d i e n t ,  w o r k  w i l l  a l s o  b e  s p e n t  a s  a  c o n s e q u e n c e  of  t u r b u ­
l e n t  m i x i n g .  A c c o r d i n g  to  ( 1 2 a ) ,  t h i s  l a t t e r  w o r k  i s  g i v e n  by :  β g ρ D p . 
H e n c e  w e  m a y  w r i t e  a s  a  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e n e r g y  b a l a n c e :
(20) w o r k  l o s t  t h r o u g h
v i s c o u s  f r i c t i o n .  S i n c e  t h e  w o r k  l o s t  t h r o u g h  v i s c o u s  f r i c t i o n  n e c e s s a r i l y  
i s  p o s i t i v e ,  w e  m u s t  h a v e :
(21)
w h e r e  r  h a s  b e e n  w r i t t e n  f o r  t h e  d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r :
*" T r a n s p o r t a t i o n  of  S u s p e n d e d  S e d i m e n t  i n  W a t e r " ,  T r a n s .  A m e r .  S o c .  
C i v i l  E n g i n e e r s ,  111 ,  p . 6 7 - 1 3 3 ,  1 9 4 6 .
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( 2 1 a )
w h i c h  w a s  f i r s t  i n t r o d u c e d  b y  L .  F .  R i c h a r d s o n . *  If  r  i s  t o o  l a r g e ,  s o  t h a t  
t h i s  i n e q u a l i t y  c a n n o t  b e  s a t i s f i e d ,  t u r b u l e n c e  w i l l  b e  i m p o s s i b l e .  T h i s  
a g a i n  e x p l a i n s  t h e  s t a b i l i z i n g  e f f e c t  of  l a r g e  n e g a t i v e  d e n s i t y  g r a d i e n t s .
T h e  i n e q u a l i t y  (21 )  h a s  b e e n  g i v e n  i n  t h a t  f o r m  b y  G.  I .  T a y l o r . * *  I n
f o r m e r  w o r k  i t  h a d  b e e n  t a c i t l y  a s s u m e d  t h a t  Dp a n d  Dm w o u l d  a l w a y s  be 
e q u a l ,  s o  t h a t  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  of  r  w o u l d  b e  u n i t y .  M e a s u r e m e n t s  b y  
J .  P .  J a c o b s e n  p r o v e d  t h a t  v a l u e s  of  r  m u c h  a b o v e  u n i t y  a r e  w e l l  c o m p a t ­
i b l e  w i t h  t u r b u l e n c e .  F r o m  s i m u l t a n e o u s  m e a s u r e m e n t s  of  t h e  v e l o c i t y  a n d  
t h e  s a l t  d i s t r i b u t i o n ,  d a t a  c o u l d  b e  o b t a i n e d  m a k i n g  p o s s i b l e  t h e  c a l c u l a t i o n
of  Dm a n d  Dp , a n d  w h i c h  s h o w e d  t h a t  on  t h e  w h o l e  t h e  r e l a t i o n  (21 )  i s  s a t i s - 
f i e d .  C o m p a r e  e . g . , S.  G o l d s t e i n . * * *
39 .  In  o r d e r  t o  b r i n g  E q .  (20 )  i n t o  a  m o r e  c o m p l e t e  f o r m ,  w e  r e p e a t  
t h e  a p p r o x i m a t e  e q u a t i o n s  of  m o t i o n  (17)  a n d  (9) a n d  a d d  t o  t h e m  a n  e q u a t i o n  
of  s i m i l a r  t y p e  f o r  t h e  m o v e m e n t s  i n  t h e  y - d i r e c t i o n .  T h e  f o l l o w i n g  s y s t e m  
i s  t h e n  o b t a i n e d :
(22)
In t h o s e  t e r m s  w h i c h  d o  n o t  d e p e n d  o n  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s ,  w e  h a v e  r e p l a c e d  
ρ b y  ρ. A l t h o u g h ,  s t r i c t l y  s p e a k i n g ,  ρ i s  a  f u n c t i o n  of  z ,  n o  e r r o r  of 
i m p o r t a n c e  i s  m a d e  i f  w e  t r e a t  ρ a s  a  c o n s t a n t  f a c t o r  i n  t h e s e  t e r m s .  In  
t h e  t h i r d  e q u a t i o n  -  d p / d z  -  g ρ = -  g (ρ -  ρ ) , a n d  h e r e  t h e  d i f f e r e n c e  b e ­
t w e e n  ρ a n d  ρ r e m a i n s  i m p o r t a n t .  We f u r t h e r  w r i t e :  u  -  u  = u 1 , s o  t h a t
* P r o c .  R o y a l  S o c . , L o n d o n ,  A ,  9 7 ,  p . 3 5 4 ,  1930 .
* * R a p p .  e t  P r o c .  V e r b . d e s  R e u n i o n s  d u  C o n s e i l  P e r m a n e n t  I n t e r n . 
p o u r  l ' E x p l o r a t i o n  de  l a  M e r . , V o l .  76 ,  p . 35 ,  1931 .
* * * R e c e n t  D e v e l o p m e n t s  in  F lu id .  D y n a m i c s ,  O x f o r d ,  1 9 3 8 ,  V o l .  I,
p p .  2 2 9 - 2 3 2.
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u1 r e p r e s e s e n t s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  the  v e l o c i t y  o f  a n  e l e m e n t  o f  v o l u m e  
a n d  th e  m e a n  v e l o c i t y  o f  t h e  f l u i d  f o r  t h e  s a m e  v a l u e  o f  z .  F o r  a n  o b s e r v e r  
f o l l o w i n g  th e  e l e m e n t ,  u  c h a n g e s  w h e n  th e  z - c o o r d i n a t e  o f  t h e  e l e m e n t  
c h a n g e s ,  a n d  f o r  s u c h  a n  o b s e r v e r  d u / d t  = w . d u / d z  = w U ' . H e n c e  d u / d t  = 
d u 1/ d t  + w U '  a n d  w e  c a n  t r a n s f o r m  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  the  s y s t e m  (22)  i n t o :
( 2 2 a )
W e m u l t i p l y  t h i s  e q u a t i o n  b y  u 1  a n d  a d d  to i t  t h e  s e c o n d  a n d  t h i r d  e q u a t i o n s  
o f  ( 2 2 ) ,  m u l t i p l i e d  by  v a n d  w ,  r e s p e c t i v e l y .  T h i s  g i v e s ;
T o  o b t a i n  t h e  e n e r g y  b a l a n c e  w e  c a l c u l a t e  t h e  m e a n  v a l u e s  o f  b o t h  s i d e s  
o f  t h i s  e q u a t i o n ,  f o l l o w i n g  th e  e l e m e n t  o f  v o l u m e  t h r o u g h  i t s  m o t i o n .  T h e  
l e f t - h a n d  m e m b e r  w i l l  b e c o m e  z e r o  f o r  a  s t a t i o n a r y  f i e l d .  I n  t h e  r i g h t - h a n d  
m e m b e r
a c c o r d i n g  to  E q .  ( 1 2 a ) ,  S e c t i o n  34 .  T o  f i n d  t h e  m e a n  v a l u e  o f  t h e  l a s t  t e r m  
o f  (A ) ,  w e  r e f e r  to  t h e  i n t e g r a l  o f  E q .  ( 17),  g i v e n  i n  S e c t i o n  36 .  I t  w i l l  b e  
s e e n  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  o f  ρ u 1w  i s t h e  s a m e  a s  t h a t  o f  ρ u w  a n d  i s  e q u a l
to:
( c o m p a r e  E q .  ( 1 8 ) ,  a n d  t h e  r e m a r k  f o l l o w i n g  i t ) .  I f  w e  c a n  m a k e  u s e  o f  ( 1 8 a )  
a n d  a l s o  o f  ( I I I ) ,  S e c t i o n  37 ,  w e  c a n  w r i t e  t h i s :
H e n c e  the  r e s u l t  o f  t a k i n g  th e  m e a n  v a l u e  o f  E q .  (A) a b o v e  i s
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We i n t r o d u c e d  t h e  F x , F y , F z a s  i r r e g u l a r  p r e s s u r e  f o r c e s ,  d e p e n d -
i n g  on  t h e  t u r b u l e n c e ;  t h e y  p r o d u c e  a  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  c o m p o ­
n e n t s  a n d  c a n  t r a n s m i t  e n e r g y  f r o m  o n e  f o r m  of  t u r b u l e n c e  t o  o t h e r  f o r m s .  
I t  i s  l o g i c a l ,  t h e r e f o r e ,  t o  s u p p o s e :
w h i c h  m e a n s  t h a t  f o r  t h e  t u r b u l e n c e  a s  a  w h o l e  t h e r e  s h a l l  b e  n o  g a i n  n o r  
l o s s  of  e n e r g y  t h r o u g h  t h e  a c t i o n  of  t h e s e  f o r c e s .
T h e  e n e r g y  b a l a n c e  f o r  s t a t i o n a r y  t u r b u l e n c e  c o n s e q u e n t l y  r e d u c e s  to :
(24)
T h i s  e q u a t i o n  e x p r e s s e s  t h a t  a l l  e n e r g y  d e r i v e d  f r o m  t h e  m a i n  m o t i o n  w i t h  
i t s  v e l o c i t y  g r a d i e n t  U'  i s  s p e n t ,  p a r t l y  i n  v i s c o u s  f r i c t i o n ,  p a r t l y  i n  o v e r ­
c o m i n g  g r a v i t y  i n s o f a r  a s  f o r e i g n  m a t e r i a l  i s  c a r r i e d .
4 0 .  N o t e  o n  t h e  C o n c e p t  o f  M i x i n g  L e n g t h .  T h e  e x p r e s s i o n s  f o r  D p , 
D q a n d  D m , c o n s i d e r e d  i n  S e c t i o n  3 7 ,  h a v e  t h e  d i m e n s i o n s  ( v e l o c i t y ) 2  · ( t i m e ) ,  
w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  ( v e l o c i t y )  · ( l e n g t h ) .  I n  m a n y  c o n s i d e r a t i o n s  o n  t h e  
p r o c e s s e s  of  e x c h a n g e  o f  m o m e n t u m  a n d  of  m i x i n g ,  t h e y  a r e  r e p l a c e d  b y  t h e  
m e a n  v a l u e  of  t h e  p r o d u c t  of  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  w ( t )  t h e  v e l o c i t y  of  
t h e  e l e m e n t  of  v o l u m e  w h e n  i t  c r o s s e s  t h e  l e v e l  P P  i n t o  a  l e n g t h  ℓ , w h i c h  
i s  c o n s i d e r e d  t o  r e p r e s e n t  t h e  d i s t a n c e  t r a v e l l e d  b y  t h e  e l e m e n t  s i n c e  t h e  
i n s t a n t  w h e n  i t  m a d e  i t s e l f  f r e e  o f  i t s  s u r r o u n d i n g s  f o r  t h e  l a s t  t i m e  b e f o r e  
c o m i n g  t o  P P .  T h i s  d i s t a n c e  i s  o f t e n  c a l l e d  t h e  " f r e e  p a t h " ,  i n  r e m i n i s c e n c e  
of  a  s i m i l a r  q u a n t i t y  o c c u r r i n g  i n  t h e  k i n e t i c  t h e o r y  of  g a s e s .  I t  i s  t h e n  a s ­
s u m e d  t h a t  t h e  e l e m e n t  b r i n g s  w i t h  i t  t h e  v a l u e  of  t h e  m e a n  h o r i z o n t a l  v e ­
l o c i t y ,  o r  t h e  m e a n  c o n c e n t r a t i o n  of  m a t t e r ,  o r  t h e  m e a n  t e m p e r a t u r e  a s
f o u n d  a t  t h e  l e v e l  zp -  ℓ .
F o r m a l l y  t h e r e  i s  n o  o b j e c t i o n  t o  w r i t i n g ,  e .  g .  :
w h i c h  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  w r i t e
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B u t  t h i s  w a y  of  w r i t i n g  s o m e w h a t  o b s c u r e s  t h e  c i r c u m s t a n c e  t h a t  t h e  e x p o ­
n e n t i a l  f u n c t i o n  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  Dp , Dq a n d  D m  w i l l  b e  d i f f e r e n t .
T h e  c o n c e p t  of  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e ,  f r e e i n g  i t s e l f  c o m p l e t e l y  f r o m  t h e  s u r ­
r o u n d i n g s  i n  w h i c h  u n t i l  t h a t  i n s t a n t  i t  h a d  b e e n  c a u g h t ,  i s  m o r e  c r u d e  a n d  
i s  l e s s  a d a p t a b l e  t h a n  t h e  i d e a  of  a  g r a d u a l  e x c h a n g e .  I n  m i x i n g  l e n g t h  
t h e o r y  v e r y  o f t e n  t h e  s a m e  l e n g t h  i s  u s e d  f o r  a l l  c a s e s  a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  
i t  i s  o f t e n  a s s u m e d  t h a t  t h e  t h r e e  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s  h a v e  t h e  s a m e  v a l u e .  
T h i s  w o u l d  m a k e  i t  p o s s i b l e ,  f o r  i n s t a n c e ,  t o  m a k e  c a l c u l a t i o n s  o n  h e a t  
t r a n s f e r  w h e n  t h e  m a g n i t u d e  of  t h e  m o m e n t u m  t r a n s f e r  c o u l d  b e  o b t a i n e d  
f r o m  c o n s i d e r a t i o n s  o n  t h e  f o r c e  e q u i l i b r i u m .  D i f f i c u l t i e s ,  h o w e v e r ,  h a v e  
b e e n  e n c o u n t e r e d  i n  i n t e r p r e t i n g  c e r t a i n  o b s e r v a t i o n a l  r e s u l t s  c o n c e r n i n g  
s i m u l t a n e o u s  m o m e n t u m  a n d  h e a t  t r a n s f e r .  T h i s  h a s  l e d  t o  a n  i n v e s t i g a t i o n  
i n t o  t h e  p r o b l e m  of  w h e t h e r  i n  s o m e  c a s e s ,  i n s t e a d  of  t r a n s f e r  of  m o m e n ­
t u m  ( t h a t  i s ,  of  v e l o c i t y ) ,  one  w h o u l d  n o t  r a t h e r  c o n s i d e r  t r a n s f e r  of  v o r -  
t i c i t y .  W e  c o m e  b a c k  t o  t h i s  p o i n t  i n  S e c t i o n  4 7 .
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C H A P T E R  VI
F e a t u r e s  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s
4 1 . F o r  a  f l u i d  of  c o n s t a n t  d e n s i t y ,  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  of 
m o t i o n  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :
( 1)
(2)
F o r  c o n v e n i e n c e  i n  n o t a t i o n  t h e  c o o r d i n a t e s  h a v e  b e e n  d e n o t e d  b y  x 1 , x 2 , 
x 3  a n d  t h e  c o m p o n e n t s  of  t h e  v e l o c i t y  b y  u 1 , u 2 , u 3 . W h e r e  r e p e a t e d  
i n d i c e s  o c c u r ,  i t  i s  u n d e r s t o o d  t h a t  a  s u m m a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t .
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By v i r t u e  of  t h e  e q u a t i o n  of  c o n t i n u i t y ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  w r i t e :
E q u a t i o n s  ( 1) c o n s e q u e n t l y  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  i n t o :
( l a )
S o m e t i m e s  t h e  o r i g i n a l  f o r m  of  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  i s  m o r e  c o n v e n i e n t ;  
i n  o t h e r  c a s e s  t h e  n e w  f o r m  h a s  a d v a n t a g e s .
We w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  f i e l d  i s  s t a t i o n a r y  i n  t h e  s t a t i s t i c a l  s e n s e ,  s o  
t h a t  t i m e  m e a n  v a l u e s  w i l l  e x i s t  f o r  a n y  v a r i a b l e  q u a n t i t y .  T h e  m e a n  v a l u e s  
of  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  U 1 , U 2 , U 3 and  t h a t  of  the  p r e s ­
s u r e  b y  P .  T h e s e  f o u r  q u a n t i t i e s  a r e  i n d e p e n d e n t  of  t h e  t i m e .  If  t h e  f l u c ­
t u a t i n g  o r  t u r b u l e n t  p a r t s  of t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  a n d  of  t h e  p r e s s u r e  
a r e  d e n o t e d  b y  u ' 1 , u ' 2 , u ' 3 , p ' ,  we  s h a l l  h a v e :
T h e s e  e x p r e s s i o n s  C a n  b e  s u b s t i t u t e d  i n t o  E q s .  ( l )  o r  ( l a )  a n d  (2) ,  w h i c h  
l e a d  t o  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s  ( f o r  s i m p l i c i t y  t h e  p r i m e s  h a v e  b e e n  o m i t t e d  
a f t e r  t h e  s u b s t i t u t i o n ,  s o  t h a t  a l l  s m a l l  l e t t e r s  n o w  i n d i c a t e  t u r b u l e n t  
q u a n t i t i e s ) :
W e t a k e  m e a n  v a l u e s  of a l l  t e r m s  o c c u r r i n g  i n  t h e s e  e q u a t i o n s  i n  
o r d e r  t o  o b t a i n  a  s e t  of  e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  t h e  m a i n  f l o w .  In  t h i s  p r o c e s s ,
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t e r m s  t h a t  a r e  l i n e a r  i n  t h e  t u r b u l e n t  c o m p o n e n t s  d r o p  o u t .  T h e  t e r m s  of 
t h e  s e c o n d  d e g r e e  i n  t h e  t u r b u l e n t  c o m p o n e n t s ,  h o w e v e r ,  w i l l  n o t  d r o p  o u t  
i n  g e n e r a l .  W e  w r i t e :
(3)
T h e  q u a n t i t i e s  s o  o b t a i n e d  a r e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  m o m e n t u m  t r a n s f e r  d u e  
t o  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n .  T h e y  a r e  a n a l o g o u s  t o  s i m i l a r  e x p r e s s i o n s  u s e d  
i n  t h e  k i n e t i c  t h e o r y  of g a s e s  f o r  t h e  e x p l a n a t i o n  of  t h e  m a j o r  p a r t  o f  t h e  
v i s c o u s  f o r c e s .  I n  h y d r o d y n a m i c s  t h e y  a r e  k n o w n  a s  t h e  R e y n o l d s '  s t r e s s e s .
T h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  m a i n  f l o w  c a n  n o w  b e  b r o u g h t  i n t o  t h e  f o r m :
(4)
(5)
If  t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  s u b t r a c t e d  f r o m  t h e  f u l l  e q u a t i o n s ,  w e  a r e  l e f t  w i t h  
a  s e t  of e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n .  T h e y  a r e  of  m o r e  c o m p l i ­
c a t e d  t y p e  a n d  c a n  b e  w r i t t e n :
(6)
(7)
4 2 .  F r o m  E q .  (4) i t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  t h e  R e y n o l d s '  s t r e s s e s  c a n  be  
c o n s i d e r e d  a s  a  s y s t e m  of  i n t e r i o r  f o r c e s  a c t i n g  on  t h e  m a i n  f l o w  i n  c o n ­
s e q u e n c e  of  t h e  p r e s e n c e  of  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n .  T h e  c o m p o n e n t  τ xz of
t h e s e  s t r e s s e s  i s  t h e  on e  w e  a l r e a d y  e n c o u n t e r e d  i n  E q s .  (18 )  a n d  ( 1 8 a )  of 
t h e  p r e c e d i n g  c h a p t e r .
T h e  e q u a t i o n s  a r e  g r e a t l y  s i m p l i f i e d  i f  w e  r e s t r i c t  o u r s e l v e s  t o  t h e  
c a s e  w h e r e  t h e  m e a n  f l o w  i s  i n  t h e  d i r e c t i o n  of t h e  x - a x i s  o n l y .  I t  f o l l o w s  
f r o m  th e  e q u a t i o n  of  c o n t i n u i t y  t h a t  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  U 1 ( f o r  w h i c h  
w e  c a n  s i m p l y  w r i t e  U )  m u s t  b e  i n d e p e n d e n t  of  x . W e s h a l l  a s s u m e ,
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m o r e o v e r ,  t h a t  i t  i s  i n d e p e n d e n t  of  y .  We w r i t e  d U / d z  = U '  ; d2 U / d z 2 = U " .  
I n  t h i s  c a s e  w e  c a n  a s s u m e  t h a t  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n  i s  n o t  o n l y  s t a t i o n a r y  
w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e ,  b u t  t h a t ,  s t a t i s t i c a l l y  s p e a k i n g ,  i t  w i l l  a l s o  b e  i n d e ­
p e n d e n t  of x  a n d  y .  H e n c e ,  a l s o  t h e  m e a n  v a l u e s  of u ,  v , w ,  a n d  p c a l c u ­
l a t e d  w i t h  r e s p e c t  t o  x  o r  y  w i l l  b e  z e r o .  T h e  p r e s s u r e  P  w i l l  d e p e n d  
l i n e a r l y  o n  x ; ∂ P / ∂ x  w i l l  b e  a  c o n s t a n t  t h r o u g h o u t  t h e  w h o l e  f i e l d ;  ∂ P / ∂ y = 0; 
∂ P / ∂ z w i l l  b e  i n d e p e n d e n t  of  x  a n d  y.
S i n c e  t h e r e  i s  n o  a c c e l e r a t i o n  of t h e  m a i n  m o t i o n ,  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  of
E q .  (4) b e c o m e s  z e r o .  D e r i v a t i v e s  of  t h e  R e y n o l d s '  s t r e s s e s  w i t h  r e s p e c t  t o
x  a n d  y d r o p  o u t ;  a n d  τ xy = -  ρ u v  a n d  τ yz = -  ρ v w  b o t h  a r e  z e r o  f r o m   
r e a s o n s  of  s y m m e t r y .  H e n c e  w e  a r e  l e f t  w i t h :
(8)
w h e r e  τ xz = -  ρ u w  a n d  τ z = -  ρ  w 2. T h e  s e c o n d  e q u a t i o n  i s  n o t  v e r y
i m p o r t a n t .  T h e  f i r s t  o n e  s h o w s  t h a t  t h e  R e y n o l d s '  s t r e s s  τ xz b a l a n c e s
t h e  c o m b i n e d  e f f e c t  of  t h e  a v e r a g e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  a n d  of  t h e  v i s c o u s  
f r i c t i o n  e x p e r i e n c e d  b y  t h e  m a i n  f l o w .  S i n c e  i n  a  l a r g e  p a r t  of  t h e  f i e l d  
t h i s  v i s c o u s  f r i c t i o n  i s  e x c e e d i n g l y  s m a l l ,  i t  w i l l  b e  e v i d e n t  t h a t  t h e  
R e y n o l d s '  s t r e s s  τ xz i s  t h e  p r i n c i p a l  q u a n t i t y  d e t e r m i n i n g  t h e  r e s i s t a n c e  
e x p e r i e n c e  b y  t h e  m a i n  f l o w .
O n e  of  t h e  m a j o r  a i m s  o f  t u r b u l e n c e  t h e o r y  i s  t o  f i n d  a  m e t h o d  f o r  
c a l c u l a t i n g  t h i s  s t r e s s  d i r e c t l y  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  t h e  t u r b u l e n t  
m o t i o n  ( E q s .  6 a n d  7) ,  t a k e n  t o g e t h e r  w i t h  a p p r o p r i a t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  
b u t  w i t h o u t  i n t r o d u c i n g  a s s u m p t i o n s  on  L a g r a n g i a n  c o r r e l a t i o n s  o r  t h e  l i k e .
A t  p r e s e n t  t h e  t h e o r y  i s  n o t  y e t  d e v e l o p e d  f a r  e n o u g h  t o  m a k e  p o s s i b l e  
t h e  e x e c u t i o n  of  t h i s  p r o g r a m .  N e v e r t h e l e s s  i t  i s  of i n t e r e s t  t o  g i v e  s o m e  
t i m e  to  a n  a n a l y s i s  of  v a r i o u s  f e a t u r e s  of t h e  e q u a t i o n s  m e n t i o n e d ,  s i n c e  
t h i s  w i l l  t h r o w  l i g h t  on  t h e  c h a r a c t e r  of t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n .  E x a m p l e s  
w i l l  b e  g i v e n  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n s .
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I n  t h e  p r e s e n t  c a s e  E q .  (6) t a k e s  t h e  f o r m :
(9)
4 3 .  T h e  E n e r g y  E q u a t i o n s  f o r  t h e  M a i n  F l o w  a n d  f o r  t h e  T u r b u l e n t  
F i e l d .
T o  o b t a i n  t h e  e n e r g y  e q u a t i o n  f o r  t h e  m a i n  f l o w ,  i n  t h e  s i m p l e  c a s e  
t o  w h i c h  E q s .  (8)  r e f e r ,  w e  m u l t i p l y  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  of (8) b y  U; t h i s  
g i v e s :
T h e  s e c o n d  a n d  t h i r d  t e r m s  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  c a n  be  t r a n s f o r m e d  i n t o :
a n d  t h e  e q u a t i o n  c a n  b e  r e w r i t t e n :
(10)
T h e  f i r s t  t e r m  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  i s  t h e  e n e r g y  s u p p l i e d  t o  t h e  
f i e l d  p e r  u n i t  v o l u m e  a n d  i n  u n i t  t i m e  t h r o u g h  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  w h i c h  
m a i n t a i n s  t h e  m a i n  f l o w .  T h e  s e c o n d  t e r m  h a s  t h e  f o r m  of a  d e r i v a t i v e ;  
t h i s  i m p l i e s  t h a t  i t  r e p r e s e n t s  a  t r a n s f e r  of  e n e r g y  f r o m  a n  e l e m e n t  t o  
a d j a c e n t  o n e s .  I f  w e  do  n o t  c o n s i d e r  a  s i n g l e  e l e m e n t  of  v o l u m e ,  b u t  i n t e ­
g r a t e  t h e  e q u a t i o n  o v e r  a  l a r g e  d o m a i n ,  b o u n d e d  b y  t w o  p l a n e s  z  = c o n s t a n t  
a t  w h i c h  U i s  z e r o ,  t h i s  t e r m  d i s a p p e a r s .  I f  U i s  n o t  z e r o  a t  t h e  b o u n d i n g  
p l a n e s ,  t h e r e  c a n  b e  t r a n s f e r  of  e n e r g y  t o  t h e  f l o w  f r o m  t h e  o u t s i d e ,  o r  
i n v e r s e l y .  B u t  a  t e r m  h a v i n g  t h e  f o r m  of  a  d e r i v a t i v e  n e v e r  r e p r e s e n t s
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a  l o s s  o r  a  g a i n  of  e n e r g y  i n  t h e  i n t e r i o r  of t h e  f i e l d .
On  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  w e  h a v e  f i r s t  a  t e r m  r e p r e s e n t i n g  w o r k  d o n e
i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  R e y n o l d s '  s t r e s s  τ x z . T h i s  s a m e  t e r m  w i l l  t u r n  up
on  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  of  t h e  e n e r g y  e q u a t i o n  f o r  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n .  I t  
i n d i c a t e s  t h a t  t h e r e  i s  a  t r a n s f e r  of e n e r g y  f r o m  t h e  m a i n  m o t i o n  t o  t h e  
t u r b u l e n t  m o t i o n .  T h e  s e c o n d  t e r m  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  g i v e s  t h e  e n e r g y  
d i s s i p a t e d  a s  a  c o n s e q u e n c e  of  t h e  a c t i o n  of  v i s c o s i t y  on  t h e  m a i n  m o t i o n .
H e n c e  t h e  e q u a t i o n  s t a t e s  t h a t  e n e r g y  d e r i v e d  f r o m  e x t e r i o r  s o u r c e s  
i s  s p e n t ,  p a r t l y  i n  o v e r c o m i n g  t h e  R e y n o l d s '  s t r e s s  a n d  p a r t l y  t h r o u g h  
v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  i n  t h e  m a i n  f l o w .  T h e  f i r s t  p a r t  i s  t r a n s f e r r e d  t o  t h e  
t u r b u l e n t  m o t i o n .
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  e n e r g y  e q u a t i o n  f o r  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n ,  we  
m u l t i p l y  t h e  t h r e e  e q u a t i o n s  of  t h e  s y s t e m  (9) b y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o m p o ­
n e n t s  u i a n d  a d d .  T h e  r e s u l t  c a n  b e  b r o u g h t  i n t o  t h e  f o r m :
W e  t a k e  t h e  m e a n  v a l u e  a n d  o b t a i n :
T h e  t e r m  u i ∆ u i , c a n  b e  t r a n s f o r m e d  i n  s e v e r a l  w a y s .  T h e  on e  m o s t  c o m ­
m o n l y  u s e d  i s :
w h e r e
(12)
- 9 7 -
A g a i n  s e v e r a l  g r o u p s  of  t e r m s  i n  t h e  e n e r g y  e q u a t i o n  h a v e  o b t a i n e d  
t h e  f o r m  of  d e r i v a t i v e s ,  m e a n i n g  t h a t  t h e s e  t e r m s  r e p r e s e n t  t r a n s f e r  of  
e n e r g y  b e t w e e n  a d j a c e n t  e l e m e n t s  of  v o l u m e .  T h e y  c a n  b e  r e l a t e d  t o  e x ­
c h a n g e  of  e n e r g y  w i t h  o u t s i d e  s o u r c e s  t h r o u g h  t h e  s u r f a c e s  b o u n d i n g  t h e  
f i e l d .  I n  t h e  c a s e  of  m o t i o n  t h r o u g h  a  t u b e  w i t h  f i x e d  w a l l s  a n d  w i t h  t u r b u ­
l e n c e  i n d e p e n d e n t  of  x , s u c h  a n  e x c h a n g e  d o e s  n o t  t a k e  p l a c e .  I f  w e  o m i t  
t h e s e  t e r m s ,  t h o s e  r e m a i n i n g  d e p e n d  on  t h e  f u n c t i o n  Ф a n d  r e p r e s e n t  t h e  
l o s s  of  e n e r g y  t h r o u g h  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  i n  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n .  W e  c a n  
w r i t e  t h e  e q u a t i o n  i n  t h e  f o r m :
( 11a)
I t  c a n  t h e n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  f o l l o w s :  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  w e  h a v e  t h e  
e n e r g y  d e r i v e d  f r o m  t h e  m a i n  m o t i o n  t h r o u g h  t h e  i n t e r m e d i a r y  o f  t h e  
R e y n o l d s '  s t r e s s e s ;  on  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  w e  h a v e  t h e  d i s s i p a t i o n  t h r o u g h  
v i s c o s i t y .  F i n a l l y  t h e r e  a r e  t r a n s f e r  t e r m s  w h i c h  d o  n o t  p l a y  a  p a r t  i n  t h e  
p r o c e s s  w h e n  w e  c o n s i d e r  t h e  f i e l d  a s  a  w h o l e .
4 4 .  T h e  f u n c t i o n  Φ d e t e r m i n i n g  t h e  l o s s  of  e n e r g y  t h r o u g h  v i s c o s i t y  
i s  c a l l e d  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n .  I t  h a s  g r e a t  i m p o r t a n c e  i n  t u r b u l e n c e  
t h e o r y .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  s p l i t  o f f  s o m e  f u r t h e r  t e r m s  h a v i n g  t h e  f o r m  of 
d e r i v a t i v e s .  I n  t h i s  w a y  w e  c a n  o b t a i n :
(12a)
w h e r e  t h e  γ ' s  r e p r e s e n t  t h e  c o m p o n e n t s  of  t h e  v o r t i c i t y .  I n  c e r t a i n  c a s e s  t h e  
l a t t e r  f o r m  m a y  b e  t h e  m o s t  c o n v e n i e n t ;  i n  o t h e r s  w e  u s e  E q .  (12 )  f o r  Φ .
T h e  f a c t  t h a t  t h e  t e r m s  d e r i v i n g  f r o m  the  t u r b u l e n t  p r e s s u r e  o c c u r  
i n  t h e  f o r m  of  d e r i v a t i v e s  i n  E q .  ( 11 ) p r o v e s  t h a t  t h e y  o n l y  b r i n g  a b o u t  a  
t r a n s f e r  of  e n e r g y ,  b u t  d o  n o t  l e a d  to  a c t u a l  l o s s e s .
T h e  s a m e  i m p l i e s  t o  t h e  g r o u p  of  t e r m s  c o n t a i n i n g  t h e  t u r b u l e n t  v e ­
l o c i t y  c o m p o n e n t s  t o  t h e  t h i r d  p o w e r  w h i c h  w e r e  d e r i v e d  f r o m  a  m u l t i p l i c a ­
t i o n  of  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  i n  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  w i t h  t h e  c o m p o ­
n e n t s  of  t h e  t u r b u l e n t  v e l o c i t y .  I t  f o l l o w s  t h a t  w h e n e v e r  w e  a t t e m p t  t o  c o n ­
s t r u c t  a  s i m p l i f i e d  s y s t e m  of f o r m u l a s ,  w h i c h  i n  t h e i r  e n e r g y  r e l a t i o n s
- 9 8 -
s h o u l d  b e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  c o m p l e t e  s y s t e m ,  c a r e  m u s t  b e  t a k e n  t h a t  e x p r e s ­
s i o n s  s u b s t i t u t e d  f o r  t u r b u l e n t  p r e s s u r e s  o r  f o r  n o n l i n e a r  t e r m s  s a t i s f y  s i m i ­
l a r  c o n d i t i o n s .
A l t h o u g h  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  i n  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  do  n o t  d i ­
r e c t l y  r e p r e s e n t  a  l o s s  o r  g a i n  of  e n e r g y ,  t h e y  n e v e r t h e l e s s  p l a y  a n  i m p o r ­
t a n t  p a r t  i n  p r o m o t i n g  d i s s i p a t i o n  i n  a n  i n d i r e c t  w a y .  T h e  e f f e c t  o f  t h e s e  
t e r m s  o n  t h e  m o t i o n  i s  t o  s t e e p e n  v e l o c i t y  g r a d i e n t s  i n  c e r t a i n  p a r t s  of  t h e  
f i e l d ,  w h i c h  b r i n g s  a b o u t  a  l o c a l  i n t e n s i f i c a t i o n  of t h e  d i s s i p a t i o n .
V e l o c i t y  g r a d i e n t s  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  m e a n  a m p l i t u d e  of  t h e  t u r b u l e n t  
m o t i o n  a n d  t h e  a v e r a g e  d i m e n s i o n s  of  t h e  m o s t  c o n s p i c u o u s  f o r m s  of e d d y  
m o t i o n ,  a r e  f a r  t o o  s m a l l  t o  l e a d  to  t h e  d i s s i p a t i o n  of  e n e r g y  n e e d e d  t o  b a l ­
a n c e  t h e  i n f l o w  of e n e r g y  f r o m  o u t w a r d  s o u r c e s .  T h e  r e a l l y  i m p o r t a n t  d i s s i ­
p a t i o n  t a k e s  p l a c e  i n  n a r r o w  r e g i o n s  o r  l a y e r s  i n  w h i c h  h i g h  v e l o c i t y  g r a d i e n t s  
h a v e  b e e n  p r o d u c e d  b y  s o m e  p r o c e s s  of  c o n c e n t r a t i o n .  I t  i s  a l s o  t h i s  p r o c e s s  
w h i c h  u l t i m a t e l y  d e t e r m i n e s  t h e  m a g n i t u d e  of  t h e  t u r b u l e n t  v e l o c i t y  c o m p o ­
n e n t s .
4 5 .  I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a  p i c t u r e  of  t h e  w a y  i n  w h i c h  n a r r o w  r e g i o n s  
of  d i s s i p a t i o n  m a y  b e  p r o d u c e d ,  w e  c o n s i d e r  a  s i m p l i f i e d  s y s t e m  of  e q u a ­
t i o n s  of  m o t i o n .  W e s t a r t  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  f o r  v  a n d  w  ( u 2 , u 3 );
I n  t h e s e  e q u a t i o n s  w e  s h a l l  n e g l e c t  t h e  c i r c u m s t a n c e  t h a t  U i s  a  f u n c t i o n  of
z  a n d  t r e a t  U a s  a  c o n s t a n t ;  w e  c a n  t h e n  i n t r o d u c e  a  m o v i n g  c o o r d i n a t e
s y s t e m  a n d  t a k e  u p  t h e  d e r i v a t i v e s  U ( ∂ v / ∂ x ), U(∂ w / ∂ x)  i n t o  t h e  t i m e  d e -
r i v a t i v e .  W e f u r t h e r  n e g l e c t  t h e  t e r m s  u ( ∂ v / ∂ x ) ,  u ( ∂ w / ∂ x) ;  ν ( ∂ 2 v / ∂ x 2 ) ,
ν ( ∂ 2 w / ∂2x ) ,  p a r t l y  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  e r r o r  a l r e a d y  i n t r o d u c e d  by  
t a k i n g  U c o n s t a n t ,  p a r t l y  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  o n  t h e  w h o l e  d e r i v a t i v e s  
w i t h  r e s p e c t  t o  x  w i l l  b e  o f  a  s m a l l e r  o r d e r  of  m a g n i t u d e  t h a n  d e r i v a t i v e s  
w i t h  r e s p e c t  t o  y  o r  z .  S i n c e  n o w  u  n o  l o n g e r  o c c u r s  i n  t h e  e q u a t i o n s ,  
w e  n e e d  n o t  i n t r o d u c e  t h e  e q u a t i o n  of c o n t i n u i t y ,  a n d  w e  o m i t  a l l  r e s t r i c t i o n s
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on  t h e  v a l u e  of  ∂ v / ∂ y + ∂ w / ∂ z .  In  c o n n e c t i o n  w i t h  t h i s  w e  s h a l l  n e g l e c t  t h e  
p r e s s u r e  t e r m s .  W e a r e  t h e n  l e f t  w i t h :
(13)
So  l o n g  a s  n o  s t e e p  g r a d i e n t s  of  v  a n d  w  h a v e  a p p e a r e d ,  w e  m o r e o v e r  c a n  
n e g l e c t  t h e  v i s c o s i t y  a n d  r e t a i n :
( 1 3 a )
A l t h o u g h  t h e  s y s t e m s  (13 )  a n d  ( 1 3 a )  r e p r e s e n t  a  v e r y  m u t i l a t e d  f o r m  
of  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  t h e y  c a n  s e r v e  t o  d e m o n s t r a t e  t h e  t e n d e n c y  
f o r  s t e e p e n i n g  of  v e l o c i t y  g r a d i e n t s .  T h e  s y s t e m  ( 1 3 a )  p o s s e s s e s  c h a r a c t e r ­
i s t i c s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  r e l a t i o n s :
(14)
A l o n g  a  c h a r a c t e r i s t i c  w e  h a v e :
(15)
w h i c h  m e a n s  t h a t  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  a r e  p r o p a g a t e d  a l o n g  t h e  c h a r a c ­
t e r i s t i c s  w i t h o u t  c h a n g e .  T h i s  i s ,  of  c o u r s e ,  a  c o n s e q u e n c e  of n e g l e c t i n g  
t h e  p r e s s u r e  e f f e c t s .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  m u s t  b e  s t r a i g h t  
l i n e s .
I n  p r i n c i p l e ,  t h i s  r e s u l t  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  a n y  s u b s e q u e n t  
s t a t e  of t h e  f i e l d  f r o m  a n  i n i t i a l l y  g i v e n  s t a t e .  D i f f i c u l t i e s ,  h o w e v e r ,  a r i s e  
w h e n  c h a r a c t e r i s t i c s  m e e t  e a c h  o t h e r .  W i t h o u t  g o i n g  i n t o  t h e  t h e o r y ,  w e  
c a n  e x p e c t  t h a t  t h e r e  w i l l  b e  a  m a r k e d  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  r e g i o n s  w h e r e  
t h e  m o t i o n  i s  d i v e r g e n t  a n d  r e g i o n s  w h e r e  i t  i s  c o n v e r g e n t .  I n  r e g i o n s  
w h e r e  t h e r e  i s  c o n v e r g e n c e ,  v e l o c i t i e s  of  d i f f e r e n t  m a g n i t u d e s  a n d
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d i r e c t i o n  w i l l  b e  b r o u g h t  c l o s e  t o g e t h e r  a n d  w e  m u s t  e x p e c t  t h a t  s t e e p  g r a d ­
i e n t s  w i l l  be  p r o d u c e d .
W e  w i l l  n o t  go i n t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h i s  p h e n o m e n o n  b u t  m e n t i o n  t h a t  i t  
c a n  be  p r o v e d  i n  a  r e l a t i v e l y  s i m p l e  w a y  i f  o n e  a s s u m e s  t h a t  t h e  i n i t i a l  s t a t e  
o f  t h e  f i e l d  i s  f o r m e d  b y  a  p a t c h w o r k  o f  d o m a i n s ,  i n  e a c h  o f  w h i c h  v a n d  w 
a r e  l i n e a r  f u n c t i o n s  o f  y  a n d  z .  T h e  e q u a t i o n s  c a n  t h e n  b e  c o m p l e t e l y  i n t e ­
g r a t e d  a n d  i t  i s  f o u n d  t h a t  r e g i o n s  of  c o n v e r g e n c e  u s u a l l y  c o n t r a c t  i n to  a  s e g ­
m e n t  of  a  s t r a i g h t  l i n e .  T h i s  l i n e  b e c o m e s  t h e  s e a t  o f  a  d i s c o n t i n u i t y  o f  the  
v e l o c i t y ,  i n  g e n e r a l  b o t h  f o r  t h e  n o r m a l  a n d  f o r  the  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t .
T h i s  r e s u l t ,  h o w e v e r ,  r e q u i r e s  c o r r e c t i o n  i n  tw o  w a y s .  In  the  f i r s t  
p l a c e ,  a s  s o o n  a s  s t e e p  g r a d i e n t s  a p p e a r  the  v i s c o s i t y  t e r m s  o f  t h e  o r i g i ­
n a l  e q u a t i o n s  (13 )  m u s t  be  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  T h e s e  t e r m s  p r e v e n t  t h e  a p ­
p e a r a n c e  o f  m a t h e m a t i c a l  d i s c o n t i n u i t i e s  a n d  t u r n  t h e m  i n t o  t r a n s i t i o n  l a y e r s ,  
w i t h  l a r g e ,  b u t  f i n i t e  g r a d i e n t s .  W h e n  no  o t h e r  e f f e c t s  a r e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ,  
i t  i s  f o u n d  t h a t  the  d i s s i p a t i o n  i n  t h e s e  t r a n s i t i o n  l a y e r s  o b t a i n s  a  f i n i t e  v a l u e ,  
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  v i s c o s i t y  a n d  g i v e n  b y  c e r t a i n  e x p r e s ­
s i o n s  o f  t h e  t h i r d  d e g r e e  i n  t h e  v e l o c i t y  d i f f e r e n c e s  a c r o s s  t h e  l a y e r .  T h i s  
i s  t h e  m a i n  f e a t u r e  i n  t h e  i n f l u e n c e  o f  n o n l i n e a r  t e r m s  o n  th e  d i s s i p a t i o n  
o f  e n e r g y .
T h e  o t h e r  c o r r e c t i o n  i s  n e c e s s a r y  b e c a u s e  w e  n a v e  n e g l e c t e d  t h e  
e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y .  C o n v e r g e n c e  o f  f l o w  i n  t h e  y,  z  - p l a n e  t o w a r d s  a  
n a r r o w  r e g i o n  r e q u i r e s  a  l a r g e  p o s i t i v e  v a l u e  o f  ∂u / ∂ x.  S u c h  a  v a l u e  c a n ­
n o t  a p p e a r  w i t h o u t  a f f e c t i n g  the  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n ,  a n d  th e  l a t t e r  w i l l  
r e a c t  o n  the  b r e a d t h  o f  the  r e g i o n  of  c o n v e r g e n c e .  S i n c e  i n  r e g i o n s  o f  d i ­
v e r g e n c e  s t e e p  g r a d i e n t s  do  n o t  a p p e a r ,  o n l y  r e l a t i v e l y  s m a l l  n e g a t i v e  
v a l u e s  o f  ∂ u / ∂ x  a r e  r e q u i r e d  b y  t h e s e  r e g i o n s  a n d  no  m a r k e d  p r e s s u r e  
e f f e c t  i s  to  b e  e x p e c t e d  i n  t h e m .
T h e r e  i s  a  f u r t h e r  q u e s t i o n  to b e  i n v e s t i g a t e d :  w h a t  h a p p e n s  to a  
l a y e r  o f  c o n v e r g e n c e  a f t e r  i t  h a s  b e e n  f o r m e d ?  I n  g e n e r a l ,  s u c h  a  l a y e r  
w i l l  n o t  r e m a i n  a t  a  f i x e d  p o s i t i o n  o f  t h e  f i e l d ;  i t  w i l l  b e  d i s p l a c e d  a n d  
u s u a l l y  i t  w i l l  o b t a i n  a  c u r v e d  f o r m .  I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  d i f f e r e n t  l a y e r s  
m e e t  e a c h  o t h e r ;  t h e r e  i s  a  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e y  w i l l  f l o w  t o g e t h e r  in  
s u c h  a  c a s e .
S o m e  o f  t h e s e  p o i n t s  c a n  b e  i n v e s t i g a t e d  b y  m a k i n g  a  s t i l l  f a r t h e r  
r e a c h i n g  s i m p l i f i c a t i o n  i n  w h i c h w e  r e s t r i c t  to  o n e  c o o r d i n a t e  a n d  o n e
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c o m p o n e n t  o f  v e l o c i t y ,  t o  w h i c h  w e  w i l l  c o m e  l a t e r  on .
4 6 .  E v e n  w i t h o u t  f u r t h e r  r e f i n e m e n t ,  t h e  r e s u l t  w e  h a v e  a r r i v e d  a t  
i s  of  i n t e r e s t  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e .
T h e  m o s t  i m p o r t a n t  p o i n t  i s  t h e  d i f f e r e n c e  e x i s t i n g  b e t w e e n  u n i - a x i a l  
e x t e n s i o n  a n d  u n i - a x i a l  c o m p r e s s i o n  of  r e g i o n s  of  t h e  f i e l d .  T h e s e  t w o  
p h e n o m e n a ,  a l t h o u g h  h a v i n g  o p p o s i t e  e f f e c t s  i n  t h e i r  i n c i p i e n t  s t a g e s ,  p r e ­
s e n t  a  m a r k e d l y  d i f f e r e n t  c h a r a c t e r  i n  t h e i r  f u r t h e r  d e v e l o p m e n t .  T h e  r e ­
s u l t s  of  a n  e x t e n s i o n  o n  t h e  w h o l e  a r e  n o t  r e v e r s i b l e .
O n e  c o n s e q u e n c e  i s  t h e  t e n d e n c y  of  a  t u r b u l e n t  f i e l d  t o  d i v i d e  i t s e l f  
i n t o  a  n u m b e r  of  s e p a r a t e  r e g i o n s  s e p a r a t e d  f r o m  e a c h  o t h e r  b y  t h i n  t r a n s i ­
t i o n  l a y e r s  f o r m e d  t h r o u g h  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  f l o w  i n  t h e  y ,  z - p l a n e .
T h i s  i s  of i m p o r t a n c e  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  o b s e r v e d  r e s u l t ,  t h a t  i n  t u r b u ­
l e n c e  e l e m e n t s  of  v o l u m e  w i t h  d i f f e r e n t  v a l u e s  of t h e  v e l o c i t y  s e e m  t o  f o l l o w  
e a c h  o t h e r  i n  a n  i r r e g u l a r  w a y ,  w i t h  v e r y  t h i n  t r a n s i t i o n  l a y e r s  s e p a r a t i n g  
t h e m ,  a s  h a d  b e e n  m e n t i o n e d  i n  S e c t i o n  20 .
W h e n  w e  d o  n o t  r e s t r i c t  o u r s e l v e s  t o  t h e  c o n s i d e r a t i o n  of  t h e  f l o w  i n  a  
y ,  z - p l a n e ,  b u t  g i v e  a t t e n t i o n  t o  t h e  x - c o o r d i n a t e ,  t h e  l i n e  s e g m e n t s  t o ­
w a r d s  w h i c h  t h e  c o n v e r g e n c e  o c c u r s  w i l l  a p p e a r  a s  t h e  s e c t i o n  of  f l a t  r i b ­
b o n s  e x t e n d i n g  i n  t h e  d i r e c t i o n  of t h e  m a i n  f l o w .  We c a n  e x p e c t  t h a t  t h e s e  
r i b b o n s  w i l l  c u r l  a b o u t  t h e  s t r e a m l i n e s  of  t h e  m a i n  f l o w .  T h e y  m a y  s t a r t  a t  
s o m e  p l a c e  a n d  m a y  c o a l e s c e  w i t h  o t h e r  r i b b o n s ,  o r  m a y ,  p r e s u m a b l y ,  a l s o  
d i s a p p e a r  a t  s o m e  p l a c e  f u r t h e r  d o w n s t r e a m .
S u c h  r i b b o n - l i k e  f e a t u r e s  a r e  o f t e n  o b s e r v e d  w h e n  f o r e i g n  m a t t e r  i s  
b r o u g h t  i n t o  t h e  f l o w .  A n  i n t e r e s t i n g  e x a m p l e  i s  t o  b e  s e e n  w h e n  a  s t r o n g  
w i n d  b l o w s  o v e r  a  s a n d y  p l a n e  o r  b e a c h .  T h e  s a n d  t a k e n  u p  b y  t h e  w i n d  
m o v e s  i n  t h i n  l a y e r s  o r  r i b b o n s ,  c o n s t a n t l y  s h u f f l i n g  t o  a n d  f r o ,  a n d  f o l d i n g  
a n d  c u r l i n g  a b o u t  t h e  s t r e a m l i n e s . *  S i m i l a r  r i b b o n s  c a n  s o m e t i m e s  b e  s e e n  
i n  e x p e r i m e n t s  w i t h  w a t e r  c h a n n e l s .  F l a m e s ,  t h e  c u r l i n g  v e i l s  o r  r i b b o n s  of 
s m o k e  w h i c h  r i s e  f r o m  a  l i g h t e d  c i g a r e t t e ,  a n d  v e i l s  of  v a p o r  r i s i n g  f r o m  a  
h o t  l i q u i d  b e l o n g  t o  t h e  s a m e  c l a s s  of  p h e n o m e n a ,  s i n c e  i n  a l l  o f  t h e m  a
* R .  A .  B a gn o l d ,  " T h e  P h y s i c s  of  B l o w n  S a n d  a n d  D e s e r t  D u n e s " ,  
L o n d o n ,  1 9 4 1 , p . 1 7 6 - 1 7 9 .
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c e r t a i n  c o n v e r g e n c e  of  t h e  f l o w  p l a y s  a  p a r t .
T h e r e  e x i s t s  a  p r o b l e m  w h e t h e r ,  i n  t h e  t y p e  of  t u r b u l e n t  m o t i o n  w e  
a r e  c o n s i d e r i n g ,  v o r t i c i t y  w i t h  t h e  a x i s  of  r o t a t i o n  m o r e  o r  l e s s  p a r a l l e l  t o  
t h e  d i r e c t i o n  of  t h e  m a i n  f l o w  c a n  b e  p r e p o n d e r a n t  o v e r  v o r t i c i t y  w i t h  a x e s  
of  r o t a t i o n  d i r e c t e d  t r a n s v e r s e l y .  ( S i n c e  w e  h a v e  a s s u m e d  t h a t  U w a s  a  
f u n c t i o n  of  z ,  t h e r e  w i l l  b e ,  o f  c o u r s e ,  i n  t h e  f i e l d  a  s t e a d y  v o r t i c i t y  d e ­
p e n d i n g  o n  d U / d z . )
T h e  q u e s t i o n  o f  t h e  p r e p o n d e r a n c e  o f  l o n g i t u d i n a l  o v e r  t r a n s v e r s e  
v o r t i c i t y  h a s  b e e n  r a i s e d  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  c e r t a i n  t h e o r i e s  of  t u r b u l e n t  
m o t i o n .  I t  h a s  b e e n  p o i n t e d  o u t ,  e .  g . ,  b y  S.  G o l d s t e i n * ,  t h a t  v o r t e x  m o ­
t i o n  w i t h  t h e  a x i s  of  r o t a t i o n  p a r a l l e l  o r  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  d i r e c t i o n  of 
t h e  m a i n  f l o w  i s  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  s o - c a l l e d  
" m o m e n t u m  t r a n s f e r "  t h e o r y  p r o p o s e d  b y  P r a n d t l  t o  e x p l a i n  t h e  m e c h a n i s m  
u n d e r l y i n g  t u r b u l e n t  f r i c t i o n ;  a n d  " v o r t i c i t y  t r a n s f e r " ,  w h i c h  w a s  t h e  m e c h ­
a n i s m  c o n s i d e r e d  b y  G .  I .  T a y l o r .  V o r t i c i t y  t r a n s f e r  s e e m s  t o  o c c u r  i n  
c a s e s  w h e r e  v o r t e x  m o t i o n  w i t h  a x e s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  m a i n  f l o w  i s  p r o ­
d u c e d  v e r y  i n t e n s i v e l y ,  a s  i s  t h e  c a s e  i n  t h e  f l o w  a l o n g  a  l o n g  c y l i n d r i c a l  
o b s t a c l e  t r a n s v e r s e  t o  t h e  m a i n  s t r e a m .  M o m e n t u m  t r a n s f e r  b y  " l o n g i ­
t u d i n a l "  v o r t i c e s  a p p e a r s  t o  b e  a  f e a t u r e  g o v e r n i n g  b o u n d a r y  l a y e r  f l o w .
W e m a y  a d d  t h a t  l o n g i t u d i n a l  v o r t i c e s  a p p e a r  a l w a y s  a l o n g  t h e  w a l l s  
of  t u b e s  o r  c a n a l s  w h e n  a n  o b s t a c l e  i s  p r e s e n t  o r  w h e n  t h e r e  i s  a  b e n d  i n  
t h e  t u b e  o r  c a n a l .  I n  t h e s e  c a s e s  t h e  f l o w  p a t t e r n  h a s  a  r e l a t i v e l y  s t a b l e  
f o r m  a n d  l e a d s  t o  w h a t  i s  c a l l e d  " s e c o n d a r y  f l o w " ;  t h i s  d o e s  n o t  p r o p e r l y  
c o n s t i t u t e  t u r b u l e n c e ,  b u t  t h e  t w o  t y p e s  o f  f l o w  s e e m  t o  b e  c l o s e l y  c o n ­
n e c t e d .  A p p a r e n t l y  t h e r e  i s  a l w a y s  a  t e n d e n c y  t o  f o r m  l o n g i t u d i n a l  
v o r t i c e s  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  of  w a l l s .  W h e n  t h e  w a l l  i s  s m o o t h ,  t h e s e  
v o r t i c e s  d o  n o t  h a v e  a  s t a b l e  p o s i t i o n  b u t  w i l l  c o n s t a n t l y  w a v e r  a b o u t ,  
t h u s  c o n s t i t u t i n g  p a r t  of  t h e  t u r b u l e n c e .  W h e n  t h e r e  a r e  c e r t a i n  o b s t a ­
c l e s ,  o r  t h e  l i k e ,  w h i c h  s t a b i l i z e  t h e s e  v o r t i c e s ,  t h e y  a p p e a r  a s  s e c o n d ­
a r y  f l o w .  T h i s  p o i n t  of  v i e w  m a y  b r i n g  i n t o  c o n n e c t i o n ,  f o r  i n s t a n c e ,  t h e  
v a r i o u s  o p i n i o n s  b r o u g h t  f o r w a r d  i n  t h e  d i s c u s s i o n  of V.  A .  V a n o n i ' s  
p a p e r  ( a l r e a d y  q u o t e d ) . **
*" M o d e r n  D e v e l o p m e n t s  i n  F l u i d  D y n a m i c s " ,  O x f o r d  1 9 3 8 ,  V o l .  I, 
p p .  2 0 6 - 2 1 3 .
*" T r a n s p o r t a t i o n  of  S e d i m e n t  b y  W a t e r " ,  T r a n s .  A m e r .  S o c .  C .  E .  
1 1 1 , p p .  6 7 - 1 3 3 ,  1 9 4 6 .
- 10 3 -
4 7 .  T h e  I n c r e a s e  o f  D i s s i p a t i o n  C a u s e d  b y  t h e  C o n c e n t r a t i o n  
of  V o r t i c i t y .
I n  t h e  s i m p l i f i e d  e x a m p l e  m e n t i o n e d  i n  S e c t i o n  4 5 ,  i t  w a s  f o u n d  t h a t  i n  
r e g i o n s  w h e r e  (∂ v / ∂ y + ∂ w / ∂ z) <  0,  t h e r e  i s  a  t e n d e n c y  t o  c o n c e n t r a t e  v o r ­
t i c i t y  i n t o  n a r r o w  s h e e t s  o r  r i b b o n s .  In  t h a t  e x a m p l e  t h e  e f f e c t  i s  o b t a i n e d  
i n  a  v e r y  m a r k e d  w a y ,  o w i n g  t o  t h e  c i r c u m s t a n c e  t h a t  t h e  p r e s s u r e  h a s  b e e n  
n e g l e c t e d .  A t t e m p t s  t o  t a k e  a c c o u n t  of  t h e  p r e s s u r e  e f f e c t s  i n  a  s i m p l e  w a y  
s o  f a r  h a v e  n o t  b e e n  s u c c e s s f u l .  W h a t  e v i d e n c e  c o u l d  b e  o b t a i n e d ,  r a t h e r  
p o i n t e d  t o  a  m u c h  s m a l l e r  c o n c e n t r a t i o n  of  v o r t i c i t y  a n d  t o  v o r t e x  s h e e t s  h a v ­
i n g  a  t h i c k n e s s  p r o p o r t i o n a l  t o  ν . A  g r e a t e r  c o n c e n t r a t i o n ,  h o w e v e r ,  c a n  
b e  o b t a i n e d  i f  w e  c o n s i d e r  c o n c e n t r a t i o n  t o w a r d s  a  l i n e ,  s u c h  a s  i s  f o u n d  
w h e n  a  v o r t e x  t u b e  i s  e x t e n d e d  a x i a l l y .  I t  w a s  G .  I .  T a y l o r  w h o  f i r s t  p o i n t e d  
o u t  t h a t  t h e  l o n g i t u d i n a l  e x t e n s i o n  of  v o r t e x  t u b e s  m u s t  b e  t h e  m a i n  f a c t o r  i n  
t u r b u l e n t  d i s s i p a t i o n ,  a n d  w h o  a l s o  o b s e r v e d  t h a t  e x t e n s i o n  m u s t  o c c u r  m o r e  
f r e q u e n t l y  t h a n  s h o r t e n i n g ,  s i n c e  t u r b u l e n t  m o t i o n  h a s  a  d i f f u s i v e  c h a r a c t e r ,  
s o  t h a t  e l e m e n t s  of  v o l u m e  w h i c h  o r i g i n a l l y  w e r e  n e i g h b o r s  w i l l  u s u a l l y  t e n d  
t o  m o v e  a p a r t . *
I t  i s  n o t  d i f f i c u l t  t o  c a l c u l a t e  w h a t  i s  t h e  u l t i m a t e  r e s u l t  t h a t  c a n  b e  o b ­
t a i n e d  w h e n  a  r e c t i l i n e a r  s y m m e t r i c a l  v o r t e x  i s  e x t e n d e d  l o n g i t u d i n a l l y  a t  a  
c o n s t a n t  r a t e . **  W e  c o n s i d e r  a n  a x i a l l y  s y m m e t r i c  f i e l d  w i t h  v e l o c i t y  c o m ­
p o n e n t s  u  ( p a r a l l e l  t o  t h e  x - a x i s ,  w h i c h  i s  t h e  a x i s  of  t h e  f i e l d ) ;  v  ( t a n g e n t i a l) 
a n d  w  ( r a d i a l ) .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t :
(16)
w h i l e  v  s h a l l  b e  a  f u n c t i o n  o f  r  a n d  t  w h i c h  m u s t  b e  f o u n d .  
I n  t h i s  c a s e  t h e r e  i s  o n l y  o n e  c o m p o n e n t  of  v o r t i c i t y :
* G .  I .  T a y l o r ,  J o u r n .  A e r o n .  S c i e n c e s  4 ,  p . 3 1 5 ,  1 9 3 7 ;  G .  I .  T a y l o r  a n d  
A .  E .  G r e e n ,  P r o c .  R o y .  S o c i e t y  L o n d o n ,  A,  1 5 8 ,  p . 5 0 1 ,  1937 ;  G .  I .  T a y l o r ,  
P r o c .  R o y .  S o c i e t y  L o n d o n ,  A .  1 6 4 ,  p . 15 ,  19 3 8 ; a l s o  S .  G o l d s t e i n ,  " T h r e e -  
D i m e n s i o n a l  V o r t e x  M o t i o n  i n  a  V i s c o u s  F l u i d , "  P h i l o s .  M a g . , (VII)  30 ,  
p . 85 ,  1 9 4 0 .
* * J .  M .  B u r g e r s , P r o c .  A c a d .  S c i e n c e s  A m s t e r d a m  4 3 ,  p . 11,  1 9 4 0 .
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W e a s s u m e  t h a t  t h e  p r e s s u r e  i s  g i v e n  by :
S u c h  a  p r e s s u r e  f i e l d  c a n n o t  e x t e n d  o v e r  l a r g e  d i s t a n c e s ;  t h e  e x p r e s s i o n  
s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d  a s  a n  a p p r o x i m a t i o n  o v e r  a  s m a l l  r e g i o n  c o n t a i n i n g  a  
c e r t a i n  l e n g t h  of  t h e  x - a x i s .
T h e  e q u a t i o n s  of  m o t i o n  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  h a v e  b e e n  g i v e n  b y  
S.  G o l d s t e i n . * I t  w i l l  b e  f o u n d  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  u ,  w ,  p , g i v e n  a b o v e ,  
s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n  of  c o n t i n u i t y  a n d  t h e  e q u a t i o n s  of  m o t i o n  f o r  t h e  a x i a l  a n d  
r a d i a l  d i r e c t i o n s .  T h e r e  r e m a i n s  t h e  e q u a t i o n  of  m o t i o n  f o r  v , w h i c h  h a s  
t h e  f o r m :
W e w i l l  l o o k  f o r  a  s o l u t i o n  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  t i m e ,  a s s u m i n g  t h a t  t h i s  m a y  
r e p r e s e n t  a  s t a t e  w h i c h  i s  a s y m p t o t i c a l l y  a p p r o a c h e d .  T h e  r e s u l t i n g  e q u a ­
t i o n  c a n  b e  w r i t t e n :
a n d  h a s  t h e  s o l u t i o n :
(17)
w i t h :
( 1 7 a )
C b e i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t .  I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  v o r t i c i t y  i s  t o  be  
f o u n d  o n l y  i n  a  n a r r o w  c y l i n d r i c a l  s p a c e  s u r r o u n d i n g  t h e  x - a x i s ;  t h e  
s t r e n g t h  of t h e  v o r t e x  ( c i r c u l a t i o n  a l o n g  a  c u r v e  e n c i r c l i n g  i t )  i s  e q u a l  
t o  C .
*" M o d e r n  D e v e l o p m e n t s  i n  F l u i d  D y n a m i c s "  ( O x f o r d ,  1 9 3 8 ) ,  V o l .  I, 
p p .  1 0 3 - 1 0 4 .
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T o  f i n d  t h e  d i s s i p a t i o n ,  w e  m u s t  c a l c u l a t e  t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  a s  
g i v e n  b y  ( 1 2 ) .  T h i s  r e q u i r e s  t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  t h e  c y l i n d r i c a l  c o o r d i ­
n a t e s  t o  r e c t a n g u l a r  o n e s .  T h e  r e s u l t  a p p e a r s  t o  b e  of  t h e  f o r m :
+ t e r m s  c o n t a i n ­
i n g  e x p o n e n t i a l  f a c t o r s  a n d  h a v i n g  f a c t o r s  ν- 1  o r  ν ° .  W e m u s t  m u l t i p l y  Φ 
b y  ρ ν a n d  i n t e g r a t e  o v e r  t h e  d o m a i n  t o  w h i c h  w e  a p p l y  o u r  s o l u t i o n .  T h e  
r e s u l t  c o n t a i n s  c e r t a i n  t e r m s  d e p e n d i n g  o n  t h e  m a g n i t u d e  of  t h i s  v o l u m e ,  
w h i c h ,  h o w e v e r ,  a r e  m u l t i p l i e d  b y  ν  a n d  a  f u r t h e r  t e r m  i n d e p e n d e n t  of  ν:
(18) ( l e n g t h  o f  t h e  v o r t e x ) .
H e n c e  t h e  r e s u l t i n g  d i s s i p a t i o n  i s  p r a c t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  v i s ­
c o s i t y .  I t  d e p e n d s  o n  t h e  n u m b e r  a n d  t h e  s t r e n g t h s  of  t h e  v o r t e x  t u b e s ,  a n d  
o n  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of t h e  d i f f e r e n c e  of t h e  l o n g i t u d i n a l  v e l o c i t i e s  u I I , u I 
a t  t h e  e n d s  of  t h e  e x t e n d e d  p a r t .  T h i s  i s  s e e n  i f  w e  r e m e m b e r  t h a t  u  = 2 A x ,  
s o  t h a t  ( 18 ) c a n  b e  w r i t t e n :
( 1 8a )
4 8 .  N o t e  on  t h e  p r o b l e m  of  " M o m e n t u m  T r a n s f e r " ve r s u s  
" V o r t i c i t y  T r a n s f e r " .
We r e t u r n  t o  t h e  f i r s t  o f  E q s .  (8)  f o r  t h e  m a i n  f l o w .  T h e  t e r m
∂ τ x z / ∂ z  i n  t h i s  e q u a t i o n  r e p r e s e n t s  w h a t  i s  l e f t  f r o m  t h e  m o r e  c o m p l e t e  
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  R e y n o l d s '  s t r e s s e s  w h i c h  s h o u l d  b e  w r i t t e n :
o r :
N o w  t h i s  g r o u p  of t e r m s  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  i n  a  d i f f e r e n t  w a y ,  i n t r o ­
d u c i n g  t h e  c o m p o n e n t s  of  v o r t i c i t y ,  g i v i n g
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I n  t h e  c a s e  c o n s i d e r e d  h e r e ,  w h e r e  t h e  t u r b u l e n c e  i s  t h e  s a m e  f o r  a l l  v a l u e s  
of  x , t h e  f i r s t  t e r m  d r o p s  o u t  a n d  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n  o n  
t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  of  t h e  m a i n  m o t i o n  i s  g i v e n  b y :
(19)
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a n  e s t i m a t e  of  t h i s  q u a n t i t y ,  t h e  c o n c e p t  of t h e  
" m e a n  f r e e  p a t h "  h a s  b e e n  u s e d  ( s e e  S e c t i o n  4 0 ) .  F o r  a  m o r e  c o m p l e t e  
t r e a t m e n t  w e  r e f e r  t o  S .  G o l d s t e i n , * I t  i s  a s s u m e d  t h a t  a n  e l e m e n t  of  f l u i d  
p a s s i n g  a  p o i n t  P  ( c o o r d i n a t e s  x , y ,  z) a t  t h e  i n s t a n t  t ,  o r i g i n a l l y  h a s  m a d e  
i t s e l f  f r e e  f r o m  s u r r o u n d i n g s  a t  t h e  p o i n t  a ,  b ,  c ,  w h e r e :
W h e n  t h e  v e l o c i t y  U of  t h e  m a i n  m o t i o n  i s  a  f u n c t i o n  of  z  o n l y ,  t h i s  
e l e m e n t ,  w h e n  a t  a ,  b ,  c ,  h a d  t h e  m e a n  v o r t i c i t y  e x i s t i n g  t h e r e  w i t h  c o m ­
p o n e n t s :
W h e n  t h e  e l e m e n t  h a s  a r r i v e d  a t  P  (x , y,  z ) ,  i t  w i l l  h a v e  t a k e n  i t s  v o r t i c i t y  
w i t h  i t ,  b u t  t h e  v o r t i c i t y  v e c t o r  m a y  h a v e  t u r n e d  a n d  h a v e  b e e n  e x t e n d e d ,  
d e p e n d e n t  o n  t h e  m o t i o n  of t h e  e l e m e n t .  T h e  c o m p o n e n t s  of  v o r t i c i t y  w i t h  
w h i c h  i t  a r r i v e s  a t  P  w i l l  b e  g i v e n  by :
T h e  e x p r e s s i o n  (19 )  c o n s e q u e n t l y  t a k e s  t h e  f o r m :
(20)
T w o  p a r t i c u l a r  c a s e s  c a n  n o w  b e  c o n s i d e r e d  s e p a r a t e l y .  F i r s t  a s s u m e  t h a t  
a l l  t u r b u l e n t  m o t i o n s  a r e  c o n f i n e d  t o  t h e  x , z - p l a n e  a n d  a r e  i n d e p e n d e n t  of  y ,
*" M o d e r n  D e v e l o p m e n t s  i n  F l u i d  D y n a m i c s " ,  ( O x f o r d ,  1 9 3 8 ) ,  V o l .  I,  
p p .  2 0 5 - 2 1 4 ,  a n d  l i t e r a t u r e  q u o t e d  t h e r e .
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a s  w o u l d  b e  t h e  c a s e  w i t h  p u r e l y  t w o - d i m e n s i o n a l  t u r b u l e n c e .  T h e  o n l y  v o r -  
t i c i t y  c o m p o n e n t  p o s s i b l e  t h e n  i s  γ y . W e  h a v e :
f r o m  w h i c h  i t  f o l l o w s  t h a t :
T h e  e x p r e s s i o n  (20 )  c o n s e q u e n t l y  c h a n g e s  i n t o :
T h e  f i r s t  t e r m  d r o p s  o u t ,  s i n c e  w  = 0.  I f  w e  w r i t e  ℓ f o r  ℓ3, t h e r e  r e ­
m a i n s :
(21)
T h i s  e x p r e s s i o n  h a d  b e e n  o b t a i n e d  b y  G .  I. T a y l o r  a s  a  r e s u l t  of  t h e  " v o r -  
t i c i t y  t r a n s f e r  t h e o r y "  ( 1 9 1 5 ) .
N e x t ,  s u p p o s e  t h a t  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n  i s  o f  s u c h  a  n a t u r e  t h a t  ∂ w / ∂ x ,  
∂ ν / ∂ x , a n d  ∂ w / ∂ x  c a n  b e  p u t  e q u a l  t o  z e r o .  W e t h e n  h a v e :
f r o m  w h i c h  i t  f o l l o w s  t h a t :
W e  t h e n  h a v e :
E x p r e s s i o n  (19)  n o w  t a k e s  t h e  f o r m :
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H e r e
F u r t h e r i s  n e g l e c t e d .
In  t h i s  w a y  t h e r e  r e m a i n s :
(22)
T h e  t w o  a s s u m p t i o n s  u s e d ,  t h a t  of  t u r b u l e n c e  b e i n g  c o n f i n e d  t o  m o ­
t i o n s  i n  t h e  x , z - p l a n e ,  a n d  t h a t  of  m o t i o n s  c o n f i n e d  t o  t h e  y , z - p l a n e ,  a r e  
i n  s o m e  w a y  c o n n e c t e d  w i t h  d i f f e r e n t  a s s u m p t i o n s  a b o u t  t h e  e f f e c t  o f  t u r b u ­
l e n t  p r e s s u r e  f l u c t u a t i o n s .  F o r m u l a  (22)  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  t h e o r y  of 
m o m e n t u m  t r a n s f e r ,  i n  w h i c h  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  a n  e l e m e n t  of  v o l u m e  t a k e s  
i t s  u - v e l o c i t y  w i t h  i t  o v e r  a  f r e e  p a t h ,  u n i n f l u e n c e d  b y  p r e s s u r e  f l u c t u a t i o n s .  
I n  t h e  v o r t i c i t y  t r a n s f e r  t h e o r y  t h i s  a s s u m p t i o n  i s  n o t  i n t r o d u c e d ,  b u t  i t  i s  
s u p p o s e d  t h a t  t h e  s t r e n g t h  of  a  v o r t e x  w i t h  t h e  a x i s  p a r a l l e l  t o  t h e  y - a x i s  
i s  u n a f f e c t e d  b y  t h e  t r a n s p o r t  o v e r  t h e  f r e e  p a t h .
4 9 . E x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e  h a s  s h o w n  t h a t  i n  c a s e s  w h e r e  t u r b u l e n t  
m o t i o n  i s  s u p e r p o s e d  o n  a  m a i n  m o t i o n ,  a s  i n  t h e  f l o w  t h r o u g h  a  t u b e ,  t h e  
v e l o c i t i e s  of  t h e  t u r b u l e n c e  u s u a l l y  a r e  o n l y  a  f e w  p e r c e n t  of  t h e  v e l o c i t y  
of  t h e  m a i n  m o t i o n .  T h i s  h a s  o f t e n  s u g g e s t e d  t h a t  p e r h a p s  c e r t a i n  c h a r a c ­
t e r i s t i c  f e a t u r e s  of t u r b u l e n c e  c o u l d  be  d e d u c e d  f r o m  s i m p l i f i e d  e q u a t i o n s  
of  m o t i o n  i n  w h i c h  t e r m s  of t h e  s e c o n d  d e g r e e  i n  u ,  v , w  h a v e  b e e n  o m i t t e d .
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S u c h  e q u a t i o n s  c o u l d  s h o w  t h e  e f f e c t  o f  t h e  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  m a i n  m o t i o n  
a n d  t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n .  T h e  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  c o m p o n e n t s  of  
t h e  t u r b u l e n t  m o t i o n  i t s e l f  w i l l  n o t  b e  o b t a i n e d  b y  s u c h  a  m e t h o d .  H e n c e  t h e  
r e s u l t s  c e r t a i n l y  w i l l  n o t  b e  a p p l i c a b l e  a t  t h e  f a r  e n d  ( t h e  s m a l l  w a v e l e n g t h  
e n d )  of  t h e  s p e c t r u m .  I t  i s  d o u b t f u l  a l s o  w h e t h e r  t h e  r e s u l t s  w i l l  h a v e  m u c h  
m e a n i n g  a t  t h e  l o n g  w a v e l e n g t h  e n d ,  f o r  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e  a g g r e g a t e  e f f e c t  
o f  a l l  t h e  s m a l l  w a v e l e n g t h  c o m p o n e n t s  i s  of  g r e a t  i m p o r t a n c e  e v e n  h e r e .
I t  i s  t h i s  c i r c u m s t a n c e  w h i c h  m a k e s  i t  d i f f i c u l t  t o  a r r i v e  a t  d e f i n i t e  r e s u l t s  
a b o u t  t h e  l o n g  w a v e l e n g t h  c o m p o n e n t s  f r o m  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s .  I t  h a s  
b e e n  p r o p o s e d  i n  c e r t a i n  i n v e s t i g a t i o n s  t o  r e p r e s e n t  t h e  a g g r e g a t e  e f f e c t  of  
t h e  s m a l l  w a v e l e n g t h  c o m p o n e n t s  a s  a n  i n c r e a s e d  v i s c o s i t y ,  b u t  t h e  m a g n i ­
t u d e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  t o  b e  u s e d  i s  n o t  k n o w n .
T h e  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  f o r  t h e  t u r b u l e n c e  a r e  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  
e q u a t i o n s  u s e d  i n  i n v e s t i g a t i o n s  o n  t h e  s t a b i l i t y  of  l a m i n a r  f l o w .  T h e y  a r e  
o b t a i n e d  f r o m  E q .  (9)  of  S e c t i o n  4 2 ,  a n d  h a v e  t h e  f o r m :
(23)
I t  i s  a s s u m e d  t h a t  U i s  a  g i v e n  f u n c t i o n  o f  z .  S o l u t i o n s  of  t h i s  s y s t e m  of  
e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  d e r i v e d  b y  p u t t i n g :
(24)
w h e r e  ø1, ø 2 , ø  a n d  P  r e p r e s e n t  u n k n o w n  f u n c t i o n s  of  z .  W h e n  t h e s e
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e x p r e s s i o n s  a r e  s u b s t i t u t e d  i n t o  ( 2 3 ) ,  t h e  f u n c t i o n s  ø1 ,  ø2 a n d  P  c a n  b e  e l i m i ­
n a t e d .  T h e  r e m a i n i n g  e q u a t i o n  f o r  ø  i s :
(25)
T h i s  i s  t h e  s t a n d a r d  f o r m  f o r  t h e  i n v e s t i g a t i o n  of  t h e  s t a b i l i t y  of  l a m i n a r  m o ­
t i o n .  N u m e r o u s  p a p e r s  h a v e  b e e n  d e v o t e d  t o  t h i s  s u b j e c t ;  f o r  a  s u m m a r y  
r e f e r  t o  C .  C .  L i n . *  U s u a l l y  β i s  t a k e n  a s  z e r o ,  w h i c h  d o e s  n o t  c h a n g e  
t h e  e s s e n t i a l  c h a r a c t e r  of  t h e  e q u a t i o n .
W h e n  v i s c o s i t y  i s  s m a l l ,  t h e  t e r m s  m u l t i p l i e d  b y  ν c a n  b e  n e g l e c t e d  
i n  t h o s e  p a r t s  of  t h e  f i e l d  w h e r e  t h e r e  a r e  n o  s h a r p  g r a d i e n t s  i n  ø . I t  i s  
p o s s i b l e ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  f a c t o r  U - ω / α , w h i c h  m u l t i p l i e s  t h e  f i r s t  t e r m  
o f  t h e  e q u a t i o n ,  v a n i s h e s  f o r  one  o r  m o r e  v a l u e s  of  z .  I f  ω  i s  r e a l ,  t h e  
r a t i o  ω /α  g i v e s  t h e  v e l o c i t y  of  p r o p a g a t i o n  of  t h e  d i s t u r b a n c e s  i n  t h e  d i r e c ­
t i o n  of  t h e  x - a x i s ,  a n d  a  s i n g u l a r i t y  a p p e a r s  w h e r e  t h i s  v e l o c i t y  i s  e q u a l  t o  
t h e  v e l o c i t y  of  t h e  m a i n  f l o w .  T h i s  c i r c u m s t a n c e  h a s  p l a y e d  a  b i g  p a r t  i n  
a l l  i n v e s t i g a t i o n s ,  w h e r e  t h e  c r u c i a l  p o i n t  w a s  t o  o b t a i n  s o l u t i o n s  w i t h  r e a l  
ω ,  s e p a r a t i n g  t h e  d o m a i n  of  d a m p e d  s o l u t i o n s  f r o m  t h a t  of  i n c r e a s i n g  ( u n ­
s t a b l e )  s o l u t i o n s .  R e i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  t e r m s  w i t h  ν ( a t  l e a s t  o f  t h e  m o s t  
i m p o r t a n t  t e r m  i ø I V /α) p r e v e n t s  t h e  a p p e a r a n c e  of  a  l o g a r i t h m i c  i n f i n i t y  
i n  ø , b u t  a  c o n c e n t r a t e d  l a y e r  o f  v o r t i c i t y  i s  o b t a i n e d  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  
of  one  o r  m o r e  c r i t i c a l  v a l u e s  of z .
S i n c e  t h e  m a t h e m a t i c a l  t h e o r y  i n v o l v e d  i n  t h e s e  r e l a t i o n s  i s  v e r y  
c o m p l i c a t e d ,  i t  d o e s  n o t  l o o k  p r o m i s i n g  a t  t h e  p r e s e n t  m o m e n t  t o  c o n t i n u e  
i n  t h i s  d i r e c t i o n  a n d  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  s t i l l  m o r e  d i f f i c u l t  q u e s t i o n  of  t h e  
c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  p o s s i b l e  c o m p o n e n t s .  I n  t h e  n e x t  c h a p t e r  w e  
s h a l l  t u r n  t o  a  s i m p l i f i e d  m a t h e m a t i c a l  m o d e l ,  w h i c h  w i l l  h e l p  u s  t o  o b t a i n  
i n s i g h t  i n t o  c e r t a i n  a s p e c t s  of  t h e  c o u p l i n g  p r o b l e m .
*" O n  t h e  S t a b i l i t y  of  T w o - D i m e n s i o n a l  P a r a l l e l  F l o w , "  Q u a r t .  A p p l .  M a t h .  
3 ( 1 9 4 5 - 4 6 ) ,  p p .  1 1 7 - 1 4 2 ,  2 1 8 - 2 3 4 ,  2 7 7 - 3 0 1 .
- 1 1 1 -
C H A P T E R  VII
A p p l i c a t i o n  o f  a  M a t h e m a t i c a l  M o d e l  t o  I l l u s t r a t e  
R e l a t i o n s  C h a r a c t e r i s t i c  o f  T u r b u l e n c e
T h e r e  i s  n o  m e t h o d  t o  o b t a i n  e x a c t  s o l u t i o n s  of  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a ­
t i o n s  w h i c h  w i l l  g i v e  t h e  c o m p l e t e  h i s t o r y  of  a  f i e l d  of  f l o w  f o r  a l l  t  >  0 
w h e n  t h e  i n i t i a l  s t a t e  of  t h e  f i e l d  a t  t  = 0 h a s  b e e n  s p e c i f i e d .  E v e n  i n v e s t i ­
g a t i o n s  c o n c e r n i n g  t h e  e x i s t e n c e  of  s u c h  s o l u t i o n s  h a v e  n o t  c o m e  t o  a  f i n a l  
r e s u l t .  W e m u s t  a d d  t h a t  f r o m  t h e  p h y s i c a l  p o i n t  of  v i e w ,  c o m p l e t e  k n o w l ­
e d g e  o f  a  w a y  f o r  c o n s t r u c t i n g  a n  e x a c t  s o l u t i o n  s t a r t i n g  f r o m  f u l l y  s p e c i f i e d  
i n i t i a l  d a t a  w o u l d  n o t  e v e n  h a v e  m u c h  i n t e r e s t .  T h e  c a l c u l a t i o n s  r e q u i r e d  
w o u l d  b e  e x t r e m e l y  l a b o r i o u s  a n d  c o m p l i c a t e d .  E a c h  c a s e  t r e a t e d  w o u l d  
d e p e n d  i n  a n  e x t r e m e l y  s e n s i t i v e  w a y  o n  e v e r y  d e t a i l  of  t h e  i n i t i a l  c o n d i ­
t i o n s  a n d ,  m o r e o v e r ,  t h e  l a b o r  s p e n t  w o u l d  b r i n g  i n f o r m a t i o n  of  a n  i n c i ­
d e n t a l  c h a r a c t e r  o n l y ,  i n  w h i c h  f e a t u r e s  of  g e n e r a l  i n t e r e s t  w o u l d  b e  h a r d  
t o  r e c o g n i z e .
W h a t  i s  n e e d e d  w o u l d  b e  s o m e t h i n g  d i f f e r e n t ,  v i z . , a  m e t h o d  f o r  o b ­
t a i n i n g  a v e r a g e s  a n d  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  r e f e r r i n g  t o  a  w h o l e  c l a s s  of  
s o l u t i o n s ,  t h e  c l a s s  b e i n g  d e f i n e d  b y  a  g e n e r a l  t y p e  of  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  
s p e c i f i e d  l i k e w i s e  i n  a  s t a t i s t i c a l  w a y  o n l y .  F o r  i n s t a n c e ,  t h e  i n i t i a l  d a t a  
m i g h t  r e f e r  t o  m e a n  v a l u e s  of  t h e  v e l o c i t y  a n d  t h e  p r e s s u r e ,  t o g e t h e r  w i t h  
m e a n  a m p l i t u d e s  of  t h e  f l u c t u a t i o n s .  I n s t e a d  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  c a n  b e  g i v e n  f o r  p r o b l e m s  of s t a t i o n a r y  f l o w .  T h u s ,  i n  t h e  c a s e  
of  f l o w  t h r o u g h  a  p i p e ,  t h e  m e a n  v e l o c i t y  of  f l o w  o v e r  t h e  c r o s s  s e c t i o n  
c o u l d  b e  g i v e n ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  m e a n  a m p l i t u d e s  of  v e l o c i t y  a n d  p r e s s u r e  
f l u c t u a t i o n s  a t  t h e  e n t r a n c e  of  t h e  p i p e  a n d  s t a t i s t i c a l  d a t a  c o n c e r n i n g  t h e  
r o u g h n e s s  of t h e  w a l l s .  I t  w i l l  b e  t h e  u l t i m a t e  a i m  of  t u r b u l e n c e  t h e o r y  to  
f i n d  m e t h o d s  f o r  o b t a i n i n g  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  of  c l a s s e s  of  s o l u t i o n s .
A s  y e t  t h e r e  i s  n o  i n d i c a t i o n  o f  t h e  w a y  i n  w h i c h  s u c h  m e t h o d s  s h o u l d  
b e  f o u n d .  A l l  m o d e r n  t h e o r i e s  of  h y d r o d y n a m i c  t u r b u l e n c e  m a k e  o n l y  a  
p a r t i a l  u s e  of  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a n d  a t t e m p t  t o  s u p p l e m e n t  t h e m  
b y  i n t r o d u c i n g  a u x i l i a r y  h y p o t h e s e s .  S o m e t i m e s  t h e  l a t t e r  a r e  d e d u c e d  
f r o m  d i m e n s i o n a l  c o n s i d e r a t i o n s .  I n  o t h e r  c a s e s  g u e s s e s  a r e  m a d e  c o n ­
c e r n i n g  t h e  p r o b a b l e  f o r m  of  c e r t a i n  f u n c t i o n s ,  o r  c e r t a i n  p r o b a b i l i t y
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h y p o t h e s e s  a r e  i n t r o d u c e d  i n  w h i c h ,  f o r  i n s t a n c e ,  t h e  v e l o c i t y  i s  t r e a t e d  a s  
a  r a n d o m  v a r i a b l e .  I n  a l l  t h e s e  t h e o r i e s  t h e r e  r e m a i n  a r b i t r a r y  e l e m e n t s .  
A l t h o u g h  a  n u m b e r  of  r e s u l t s  d e d u c e d  f r o m  t h e m  s e e m  t o  b e  w e l l  c o n f i r m e d  
b y  e x p e r i m e n t a l  r e s e a r c h ,  t h e  i n t r o d u c t i o n  of  a u x i l i a r y  a s s u m p t i o n s ,  w h i c h  
c o u l d  n o t  b e  b a s e d  d i r e c t l y  on  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  t h e m s e l v e s ,  r e p ­
r e s e n t s  a n  u n s a t i s f a c t o r y  e l e m e n t .
T h e  p r o b l e m  of  t u r b u l e n c e  i s  a n  i n s t a n c e  of  a  m u c h  w i d e r  c l a s s  of 
m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m s  w h i c h  r e f e r  t o  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  of  c l a s s e s  of  
s o l u t i o n s  of n o n l i n e a r  e q u a t i o n s .  I t  h a s ,  t h e r e f o r e ,  b e e n  c o n s i d e r e d  t o  be  
of  i n t e r e s t  t o  s h o w  t h a t  v a r i o u s  of  t h e  m a t h e m a t i c a l  q u e s t i o n s  w h i c h  t u r n  
u p  i n  r e l a t i o n  t o  t u r b u l e n c e ,  l i k e w i s e  a p p l y  t o  a  m u c h  s i m p l e r  n o n l i n e a r  
e q u a t i o n .  T h i s  e q u a t i o n  p r e s e n t s  a  c h a r a c t e r  c o m p a r a b l e  t o  t h a t  of  t h e  
N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  A l t h o u g h  i t  r e f e r s  t o  a  s i n g l e  v a r i a b l e  o n l y  ( i n ­
s t e a d  of  t h r e e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  a n d  t h e  p r e s s u r e ) ,  i t  h a s  r e t a i n e d  t h e  
f e a t u r e s  d e f i n i n g  e n e r g y  t r a n s f e r  a n d  d i s s i p a t i o n .  S o l u t i o n s  of  t h i s  e q u a ­
t i o n  s t a r t i n g  f r o m  s p e c i f i e d  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d ,  e i t h e r  b y  
m e a n s  of  e x a c t  m e t h o d s ,  o r  w i t h  t h e  a i d  of  a  v e r y  c o n v e n i e n t  m e t h o d  of  
a p p r o x i m a t i o n .  C l a s s e s  o f  s o l u t i o n s  c a n  b e  d e f i n e d ,  d e p e n d i n g  o n  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  o r  o n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w h i c h  a r e  s p e c i f i e d  i n  a  s t a t i s t i c a l  
w a y  o n l y ,  a n d  t h e  s t u d y  of  t h e s e  c l a s s e s  l e a d s  t o  s t a t i s t i c a l  p r o b l e m s  i n  
m a n y  w a y s  a n a l o g o u s  t o  s t a t i s t i c a l  p r o b l e m s  o c c u r r i n g  i n  t u r b u l e n c e .  A l s o ,  
m a n y  of  t h e  m e t h o d s  of  a p p r o a c h  u s e d  i n  h y d r o d y n a m i c  t u r b u l e n c e  t h e o r y  
c a n  b e  a p p l i e d  t o  t h e  s o l u t i o n s  of t h i s  e q u a t i o n .  T h e  e q u a t i o n  c a n  t h e r e ­
f o r e  p r o c u r e  m a t e r i a l  w h i c h  c a n  a i d  i n  t e s t i n g  v a r i o u s  a u x i l i a r y  h y p o t h e s e s .
I t  h a s ,  t h e r e f o r e ,  b e e n  c o n s i d e r e d  w o r t h w h i l e  t o  g i v e  a t t e n t i o n  t o  t h i s  
e q u a t i o n  a n d  i t s  s o l u t i o n s ,  a n d  t o  u s e  i t  a s  a n  i n t r o d u c t i o n  i n t o  s o m e  of  t h e  
d e e p e r  t u r b u l e n c e  p r o b l e m s .
5 0 .  T h e  e q u a t i o n  t o  b e  s t u d i e d  h a s  t h e  f o r m :
( 1)
T h e  v a r i a b l e  v  c a n  b e  t a k e n  a s  t h e  a n a l o g u e  of  t h e  t u r b u l e n t  v e l o c i t y .  I t  
i s  d e p e n d e n t  o n  t h e  t i m e  a n d  a  c o o r d i n a t e  y  ( s o m e t h i n g  l i k e  t h e  t r a n s v e r s e  
d i m e n s i o n s  of  t h e  f i e l d  of  f l o w  i n  a  t u b e ) .  T h e  e q u a t i o n  h a s  a  n o n l i n e a r
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t e r m  of  t h e  f i r s t  o r d e r ,  a n d  a  t e r m  of t h e  s e c o n d  o r d e r  m u l t i p l i e d  b y  a  c o e f ­
f i c i e n t  ν w h i c h  i s  a s s u m e d  t o  b e  v e r y  s m a l l  ( a n a l o g u e  of  t h e  k i n e m a t i c  v i s ­
c o s i t y ) .  T h e  i n t e r p l a y  of  t h e s e  t e r m s  i s  of  p r i m a r y  i m p o r t a n c e  i n  t h e  d y ­
n a m i c s  of  t u r b u l e n c e .  S i n c e  t h e  e q u a t i o n  r e f e r s  t o  a  s i n g l e  v a r i a b l e  a n d  a  
s i n g l e  c o o r d i n a t e ,  i t  d o e s  n o t  p i c t u r e  t h o s e  g e o m e t r i c  r e l a t i o n s  of  h y d r o -  
d y n a m i c  t u r b u l e n c e  w h i c h  a r e  d e p e n d e n t  o n  t h e  t h r e e  - d i m e n s i o n a l  n a t u r e  of 
t h e  f i e l d ,  t h e  p r o p e r t i e s  of  v o r t i c e s  a n d  t h e  p h e n o m e n a  o f  s h e a r i n g  m o t i o n .  
T h e r e  i s  n o  p r e s s u r e  t e r m  i n  t h e  e q u a t i o n  a n d  t h e r e  i s  n o  e q u a t i o n  of  c o n ­
t i n u i t y ;  h e n c e  t h e r e  i s  n o t h i n g  w h i c h  r e f l e c t s  t h e  c o n d i t i o n  of  i n c o m p r e s s i ­
b i l i t y  of  o r d i n a r y  h y d r o d y n a m i c s .  I n  a  w a y ,  t h e  e q u a t i o n  i s  m o r e  i l l u s t r a ­
t i v e  of  c e r t a i n  p h e n o m e n a  p e c u l i a r  t o  c o m p r e s s i b l e  m e d i a ,  i n  p a r t i c u l a r  t o  
s h o c k  w a v e s .  I n  t h e  r e s u l t s  w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  E q .  ( 1) t h e r e  i s  n o  
a p p r o a c h  t o  t h e  s p e c i a l  g e o m e t r i c  f e a t u r e s  ( t e n s o r  r e l a t i o n s ,  e t c . )  w h i c h  
a r e  c o n s i d e r e d  i n  t h e  t h e o r y  of  i s o t r o p i c  t u r b u l e n c e .
T h e  e q u a t i o n  c a n  b e  c o m p l e t e d  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  b y  i n t r o d u c i n g  
e i t h e r  a  t e r m  r e p r e s e n t i n g  a n  e x t e r i o r  f o r c e ,  o r  a  t e r m  d e s c r i b i n g  a  
c o u p l i n g  b e t w e e n  v  a n d  a n o t h e r  p a r a m e t e r ,  to  b e  c o n s i d e r e d  a s  t h e  a n a ­
l o g u e  o f  t h e  v e l o c i t y  of  t h e  m a i n  m o t i o n .  I t  i s  n e c e s s a r y  t o  s p e c i f y  t h e  
d o m a i n  of  t h e  v a r i a b l e  y  t o  w h i c h  t h e  e q u a t i o n  s h a l l  r e f e r .  T h i s  c a n  be  
e i t h e r  t h e  c o m p l e t e  y - a x i s ,  f r o m  -  ∞  t o  + ∞ , o r  i t  c a n  b e  a  l i m i t e d  d o ­
m a i n ,  f o r  i n s t a n c e  0 ≤ y ≤ b ,  i n  w h i c h  c a s e  w e  s h a l l  r e q u i r e  t h a t  v 
v a n i s h e s  a t  b o t h  l i m i t s .
E q u a t i o n  ( 1) c a n  b e  r e d u c e d  t o  a  l i n e a r  e q u a t i o n  b y  s u b s t i t u t i n g  a  n e w  
v a r i a b l e  f o r  v . I t  i s  u s e f u l ,  h o w e v e r ,  f i r s t  t o  c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n  a s  i t  
s t a n d s .  We l o o k  f o r  a  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  of t h e  f o r m :
(2)
w h e r e  β a n d  σ a r e  f u n c t i o n s  of  t .  W h e n  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  s u b s t i t u t e d  i n t o  
( 1) ,  t h e  e q u a t i o n  i s  s a t i s f i e d  i d e n t i c a l l y  i f
(3)
t o b e i n g  a  c o n s t a n t .  H e n c e  a  s o l u t i o n  r e p r e s e n t e d  b y  a  s t r a i g h t  l i n e  w i l l
t u r n  t o  t h e  r i g h t ,  w h i l e  i t s  p o i n t  of  i n t e r s e c t i o n  w i t h  t h e  a x i s  (σ ) r e m a i n s  u n ­
c h a n g e d .  T h e  a n g l e  α b e t w e e n  t h e  s e g m e n t  a n d  t h e  v e r t i c a l  d i r e c t i o n  i n ­
c r e a s e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  r e l a t i o n :
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T h e  r e s u l t  c a n  b e  e x t e n d e d  to  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  c o u r s e  o f  v  i s  r e p r e ­
s e n t e d  b y  a  s e r i e s  of  s t r a i g h t  s e g m e n t s .  T o  p r e v e n t  d i f f i c u l t i e s  w i t h  q u a n ­
t i t i e s  b e c o m i n g  i n f i n i t e ,  w e  a s s u m e  t h a t  a t  t h e  i n t e r s e c t i o n  p o i n t  b e t w e e n  
c o n s e c u t i v e  s e g m e n t s  t h e r e  i s  a  s l i g h t  r o u n d i n g  o f f  of  t h e  p e a k .  S i n c e  
∂ 2v / ∂ y 2 i s  n o t  z e r o  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  of  t h e  a n g l e s ,  t h e  t e r m  ν (∂ 2v / ∂ y 2 ) 
w i l l  h a v e  i n f l u e n c e  o n  t h e  f o r m  of t h e  s o l u t i o n .  K e e p i n g  i n  m i n d  t h e  e f f e c t  
o f  a  s i m i l a r  t e r m  i n  t h e  e q u a t i o n  o f  d i f f u s i o n ,  w e  m a y  e x p e c t  t h a t  t h e  r o u n d ­
i n g  o f f  w i l l  g r a d u a l l y  s p r e a d  t o  a  m o r e  e x t e n d e d  r e g i o n .  I n  t h e  f i r s t  p h a s e s  
of  t h e  m o t i o n  t h i s  d e t a i l  w i l l  n o t  h a v e  m u c h  i n f l u e n c e  a n d  w e  c a n  f i n d  t h e  
a p p r o x i m a t e  h i s t o r y  of  t h e  s o l u t i o n  s i m p l y  b y  a p p l y i n g  t h e  r u l e  t h a t  e v e r y  
s e g m e n t  t u r n s  a b o u t  i t s  " h i n g e  p o i n t " ,  δ , a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  (2)  a n d  (3) .  
T h e  p o i n t  of  i n t e r s e c t i o n  o f  t w o  c o n s e c u t i v e  s e g m e n t s  r e t a i n s  a  c o n s t a n t  
v a l u e  of  v  a n d  m o v e s  w i t h  a  v e l o c i t y  e q u a l  t o  v . I f  t h e  p o i n t  i s  b e l o w  t h e  
a x i s ,  v  i s  n e g a t i v e  a n d  t h e  m o v e m e n t  i s  d i r e c t e d  t o  t h e  l e f t .
5 1 . W h e n  t h e  i n i t i a l  s l o p e  of  t h e  s e g m e n t  i s  p o s i t i v e ,  i t  w i l l  r e m a i n  
s o  w i t h  t h e  s l o p e  g r a d u a l l y  d e c r e a s i n g  t o  z e r o .  I f  t h e  i n i t i a l  s l o p e  i s  n e g a ­
t i v e ,  t h e  s l o p e  w i l l  i n c r e a s e  i n  a b s o l u t e  m e a s u r e  a n d  a f t e r  a  f i n i t e  l a p s e  of 
t i m e  t h e  s e g m e n t  w i l l  a p p r o a c h  t o  a  v e r t i c a l  p o s i t i o n .  O u r  s i m p l e  r e s u l t  
c a n  t h e n  n o  l o n g e r  b e  u s e d .
T o  s e e  w h a t  w i l l  h a p p e n  i n  s u c h  a  c a s e ,  w e c o n s i d e r  a  p a r t i c u l a r  
s o l u t i o n  of  ( 1), o b t a i n e d  b y  a s s u m i n g  t h a t  v  i s  d e t e r m i n e d  b y  a n  e x p r e s ­
s i o n  of t h e  f o r m :
w h e r e  V (η) i s  a  f u n c t i o n  of  t h e  v a r i a b l e  η = (y  -  σ) ( t  -  t o )- ½
E q u a t i o n  ( 1) i s  t h e n  t r a n s f o r m e d  i n t o :
w h i c h  c a n  b e  i n t e g r a t e d  a n d  g i v e s :
( t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t  h a s  b e e n  a d j u s t e d  s o  t h a t  V c a n  b e  m a d e  t o  v a n i s h  
a t  i n f i n i t y ) .  W e n o w  p u t :
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a n d  o b t a i n  a  l i n e a r  e q u a t i o n  f o r  u :
I n t e g r a t i o n  o f  t h e  l a t t e r  e q u a t i o n  f i n a l l y  l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  
f o r  V:
h  b e i n g  a n o t h e r  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t .  S i n c e  t h i s  e x p r e s s i o n  l o o k s  r a t h e r  i n -
v o l v e d ,  i t  i s  u s e f u l  t o  n o t e  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x i m a t i o n s ,  v a l i d  w h e n  h 2 /ν  
i s  l a r g e :
(a)  w h e n  η = h  + δ  w h e r e  δ  << h,
(b)  w h e n  0 < η  < h  a n d  η n o t  t o o  n e a r  o n e  o f  t h e  e n d  p o i n t s :
( c )  w h e n  η  i s  n e a r  z e r o  o r  i s  n e g a t i v e  t h e  v a l u e  of  V b e c o m e s  p r a c t i c a l l y  
z e r o .
W i t h  t h e  a i d  of  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  w e  c a n  o b t a i n  a  g e n e r a l  p i c t u r e  of  
t h e  c o u r s e  of  V. T h i s  c a n  b e  r e a d i l y  t r a n s l a t e d  i n t o  a  p i c t u r e  f o r  v  a s  a  
f u n c t i o n  of  y  a n d  t ,  l e a d i n g  t o  t h e  r e s u l t  g i v e n  i n  t h e  d i a g r a m .
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I t  w i l l  be  s e e n  t h a t  t h e  c o u r s e  of  v  i s  r e p r e s e n t e d  a p p r o x i m a t e l y  b y  a  
t r i a n g u l a r  f i g u r e  w i t h  c o n s t a n t  a r e a  ½ h 2 . T h e  s l o p e  of  t h e  h y p o t e n u s e  i s  
l / ( t  -  t o) a s  b e f o r e .  T h e  v e l o c i t y  of  a d v a n c e  of  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  ( t h e  
" f r o n t  v e l o c i t y " )  i s  ½ h ( t  -  t o ) - ½ , w h i c h  i s  e q u a l  t o  o n e - h a l f  t h e  h e i g h t  of  
t h e  f r o n t .
A n  a p p r o x i m a t i o n  to  t h e  c o u r s e  of  v  a t  t h e  f r o n t  i s  g i v e n  by :
(4)
w i t h
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e r e  i s  a l s o  a  s o l u t i o n  i n  w h i c h  t h e  s i g n s  of 
b o t h  V a n d  η a r e  c h a n g e d .  I n  t h i s  c a s e  t h e  t r i a n g l e  p o i n t s  d o w n w a r d  a n d  
i t s  f r o n t  m o v e s  t o  t h e  l e f t .
5 2 .  T h e  r e s u l t  t h a t  t h e  a r e a  of  t h e  t r i a n g l e  i s  c o n s t a n t  e x p r e s s e s  the  
" c o n s e r v a t i o n  o f  m o m e n t u m "  f o r  t h e  s o l u t i o n .  B y  i n t e g r a t i n g  E q .  ( 1) w i t h  
r e s p e c t  t o  y w e  o b t a i n
(5)
f o r  a n y  d o m a i n  a t  t h e  l i m i t s  of  w h i c h  v  v a n i s h e s  a n d  ν (∂ v / ∂ y) i s  e i t h e r  
r i g o r o u s l y  z e r o  o r  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  t o  b e  n e g l i g i b l e .
I f  w e  m u l t i p l y  E q .  (1)  b y  v  a n d  i n t e g r a t e ,  w e  o b t a i n  a n  " e q u a t i o n  of  
e n e r g y "
(6)
f o r  a n y  d o m a i n  a t  t h e  l i m i t s  of  w h i c h  v  v a n i s h e s .  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  s o l u ­
t i o n  c o n s i d e r e d  a b o v e ,  t h e  e n e r g y  i n t e g r a l  a m o u n t s  to :
M a k i n g  u s e  of  (4) t h e  " d i s s i p a t i o n  i n t e g r a l "  i s  f o u n d  t o  b e :
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I t  i s  e a s i l y  v e r i f i e d  t h a t  t h e s e  e x p r e s s i o n s  s a t i s f y  (6) .
T h e  r e s u l t  t h a t  a  n e a r l y  v e r t i c a l  f r o n t  i n  t h e  c o u r s e  of  v  c a n  b e  d e s ­
c r i b e d  a p p r o x i m a t e l y  b y  a  h y p e r b o l i c  t a n g e n t  f u n c t i o n  a n d  t h a t  i t  h a s  a  c e r ­
t a i n  v e l o c i t y  of  a d v a n c e  c a n  b e  g e n e r a l i z e d .  We r e t u r n  t o  E q .  (1)  a n d  i n t r o ­
d u c e  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w h i c h  s h a l l  m o v e  w i t h  t h e  f r o n t .  T o  t h i s  e n d  w e  
p u t :
ξ  b e i n g  a  f u n c t i o n  of t .  F r o m  t h e s e  f o r m u l a s  w e  d e d u c e :
w h e r e  c = d ξ / d t .  S u b s t i t u t i o n  of  t h e s e  e x p r e s s i o n s  i n t o  (1)  g i v e s :
W e  e x p e c t  t h a t  t h e  d e r i v a t i v e  ∂ v / ∂ y '  w i l l  b e  of  t h e  o r d e r  ν- 1  i n  t h e  r e g i o n  
w i t h  a  s t e e p  g r a d i e n t ,  a n d  t h a t  ∂ 2 v / ∂ y ' 2 w i l l  b e  of  t h e  o r d e r  ν- 2 . I f  c 
i s  p r o p e r l y  a d j u s t e d ,  ∂ v / ∂ t '  w i l l  b e  of  n o r m a l  o r d e r  of m a g n i t u d e ,  b o t h  a t  
t h e  s t e e p  f r o n t  a n d  e l s e w h e r e .  T h i s  t e r m  c a n  t h e n  b e  d i s c a r d e d  a n d  t h e r e  
r e m a i n s :
I n t e g r a t i o n  g i v e s :
S i n c e  t h i s  e x p r e s s i o n  m u s t  b e  v a l i d  t h r o u g h  t h e  r e g i o n  of  a  r a p i d  c h a n g e  of  
v  a n d  a l s o  o n  b o t h  s i d e s  o f  i t  w h e r e  ∂ v / ∂ y '  r e t u r n s  t o  a  n o r m a l  o r d e r  of  
m a g n i t u d e  a n d  ν (∂ v / ∂ y ' ) c a n  b e  n e g l e c t e d ,  w e  f i n d :
w h e r e  t h e  s u b s c r i p t s  I a n d  II  d e n o t e  t h e  v a l u e s  of  v  on  t h e  t w o  s i d e s  of  t h e  
z o n e  of  r a p i d  c h a n g e .  F r o m  t h i s :
(7 )
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H e n c e  t h e  v e l o c i t y  of  a d v a n c e  of  a  s t e e p  f r o n t  i s  g i v e n  b y  h a l f  t h e  s u m  of  t h e  
v a l u e s  of  v  a t  b o t h  e n d s .  A  f u r t h e r  i n t e g r a t i o n  g i v e s :
(8)
B y  m a k i n g  u s e  of  t h i s  r e s u l t  w e  c a n  n o w  c o n s t r u c t  t h e  d e v e l o p m e n t  of 
v  f r o m  a n y  i n i t i a l  s t a t e  g i v e n  b y  a  c h a i n  of  s t r a i g h t  s e g m e n t s ,  a t  l e a s t  s o  
l o n g  a s  t h e  r o u n d i n g  off  of  t h e  a n g l e s  i n  c o n s e q u e n c e  of  t h e  v i s c o s i t y  h a s  n o t  
p r o c e e d e d  t o o  f a r .  E v e r y  s e g m e n t  t u r n s  a b o u t  i t s  " h i n g e  p o i n t "  a c c o r d i n g  
to  t h e  E q s .  (2)  a n d  (3 ) ,  a n d  w h e n  a  d o w n w a r d  s l o p i n g  s e g m e n t  r e a c h e s  t h e  
v e r t i c a l  p o s i t i o n  i t  d o e s  n o t  t u r n  a n y  f u r t h e r  b u t  r e m a i n s  v e r t i c a l ,  o b t a i n ­
i n g  a  v e l o c i t y  of  a d v a n c e  g i v e n  b y  E q .  (7 ) .  T h i s  v e l o c i t y  of a d v a n c e  w i l l  n o t  
b e  c o n s t a n t ,  s i n c e  t h e  v a l u e s  of  vI  a n d  v I I  u s u a l l y  w i l l  c h a n g e  i n  c o u r s e  of 
t i m e .
I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  c o n s e c u t i v e  v e r t i c a l  s e g m e n t s  o v e r t a k e  e a c h  o t h e r .  
W h e n  t h i s  o c c u r s  w e  c o m b i n e  t h e m  t o  f o r m  a  s i n g l e  s e g m e n t ,  m o v i n g  f r o m  
t h e n  o n  w i t h  a  v e l o c i t y  a g a i n  g i v e n  b y  (7 ) ,  p r o v i d e d  vI a n d  v I I  r e f e r  t o  t h e  
v e l o c i t i e s  a t  t h e  e n d s  of  t h e  n e w  s e g m e n t .
I t  i s  f o u n d  t h a t  e v e r y  v e r t i c a l  s e g m e n t  i s  t h e  s e a t  o f  d i s s i p a t i o n  of  
e n e r g y  i n  t h e  a m o u n t  ( v I -  vII)3/12. I t  s h o u l d  b e  o b s e r v e d  t h a t  vI - vII
i s  p o s i t i v e  f o r  e v e r y  v e r t i c a l  s e g m e n t ,  a s  w i l l  b e  e v i d e n t  f r o m  t h e  p r o c e s s  
b y  w h i c h  t h e s e  s e g m e n t s  a r e  g e n e r a t e d ) .
A l l  t h e s e  f e a t u r e s  c a n  b e  c h e c k e d  b y  m a k i n g  u s e  of  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  
of  E q .  (1 ) ,  w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d ,  a s  w a s  i n d i c a t e d  b y  J .  D .  C o l e  a n d  V. 
B a r g m a n n ,  b y  m a k i n g  t h e  s u b s t i t u t i o n :
w h i c h  i s  s i m i l a r  t o  t h e  on e  u s e d  t o  t r a n s f o r m  t h e  o r d i n a r y  ( n o t  p a r t i a l )  d i f ­
f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  V.
5 3 .  O n e  m a y  a s k  w h a t  t h e s e  c o n s i d e r a t i o n s  h a v e  t o  do  w i t h  t h e  t u r b u ­
l e n c e  p r o b l e m .
T h e  f i r s t  p o i n t ,  a l r e a d y  n o t e d ,  i s  t h a t  E q .  (1)  h a s  t h e  t w o  i m p o r t a n t  
f e a t u r e s  of t h e  h y d r o d y n a m i c  e q u a t i o n s :  a  t y p i c a l  n o n l i n e a r  t e r m  of  t h e  
f i r s t  o r d e r  a n d  a  l i n e a r  t e r m  of  t h e  s e c o n d  o r d e r  m u l t i p l i e d  b y  a  s m a l l
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c o e f f i c i e n t .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  a p p l y  t h e  s i m i l a r i t y  t h e o r y  t o  E q .  ( 1) a n d  i t  i s  
f o u n d  t h a t  i t s  s o l u t i o n s  a r e  c h a r a c t e r i z e d  b y  a  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r m e d  b y  
t h e  p r o d u c t  of  a  t y p i c a l  v e l o c i t y  a n d  a  t y p i c a l  l e n g t h  d i v i d e d  b y  t h e  k i n e m a t i c  
v i s c o s i t y  ν. M o r e o v e r ,  t h e  s o l u t i o n s  of  E q .  ( 1) w h i c h  v a n i s h  a t  i n f i n i t y  
s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  o f  c o n s e r v a t i o n  of  m o m e n t u m ,  a n d  a n  e n e r g y  e q u a t i o n  
c a n  b e  f o r m e d  e x p r e s s i n g  t h e  l o s s  of  e n e r g y  t h r o u g h  d i s s i p a t i o n .  ( T h e  n o n ­
l i n e a r  t e r m  o f  E q .  ( 1) v a n i s h e s  b o t h  f r o m  t h e  m o m e n t u m  a n d  f r o m  t h e  e n e r g y  
e q u a t i o n ) .
T h e  p r e s e n c e  of  t h e  n o n l i n e a r  t e r m  h a s  t h e  c o n s e q u e n c e  t h a t  f e a t u r e s  
of  t h e  s o l u t i o n s  a r e  p r o p a g a t e d  w i t h  a  v e l o c i t y  g i v e n  b y  t h e  m a g n i t u d e  of v  
i t s e l f ,  w h i c h  h a s  t h e  f u r t h e r  c o n s e q u e n c e  t h a t  s t e e p  f r o n t s  c a n  b e  g e n e r a t e d  
w h i c h ,  o n c e  f o r m e d ,  k e e p  t h e i r  i n d i v i d u a l i t y  s o  l o n g  a s  t h e y  d o  n o t  m e r g e  
w i t h  a  n e i g h b o r i n g  f r o n t .  T h i s  p r o p e r t y  c a n  b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  t e n d e n c y  
f o u n d  i n  f l u i d  m o t i o n  t h a t  m a s s e s ,  h a v i n g  a c q u i r e d  a  c e r t a i n  v e l o c i t y ,  d i s ­
p l a c e  t h e m s e l v e s  w i t h  t h i s  v e l o c i t y  a n d  p u s h  a s i d e  e l e m e n t s  h a v i n g  a  s m a l l e r  
v e l o c i t y ,  i n  w h i c h  p r o c e s s  u s u a l l y  s u r f a c e s  of  i n t e n s i v e  s h e a r i n g  m o t i o n  a r e  
g e n e r a t e d .  S h e a r i n g  m o t i o n  i s  n o t  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  s o l u t i o n s  of  E q .  ( 1), 
b u t  t h e  a n a l o g y  i s  r e t a i n e d  w h e n  w e  d o  n o t  l o o k  a t  t h e  s h e a r  i t s e l f ,  b u t  a t  t h e  
d i s s i p a t i o n  a c c o m p a n y i n g  i t .  A  s i m i l a r  d i s s i p a t i o n  i s  t o  b e  f o u n d  i n  e a c h  
s t e e p  f r o n t  d e v e l o p i n g  i n  t h e  c o u r s e  of  v .
S u r f a c e s  of  s h e a r  f l o w ,  s e p a r a t i n g  m a s s e s  of  l i q u i d  w i t h  d i f f e r e n t  
v e l o c i t i e s ,  c a n  m e r g e  t o g e t h e r  i n  a  s i m i l a r  w a y  a s  t h e  s t e e p  f r o n t s  i n  t h e  
c u r v e  d e s c r i b i n g  o u r  f u n c t i o n  v . B o t h  i n  t h e  c a s e  of  f l u i d  m o t i o n  a n d  i n  
t h a t  c a s e  of  E q .  ( 1) t h i s  p r o c e s s  h a s  t h e  i m p o r t a n c e  t h a t  i t  l e a d s  t o  a n  i n ­
c r e a s e  o f  t h e  s c a l e  of  t h e  p a t t e r n .
A  s y s t e m  i n t e r m e d i a t e  i n  i t s  c h a r a c t e r  b e t w e e n  t h e  c o m p l e t e  h y d r o -  
d y n a m i c  e q u a t i o n s  a n d  E q .  ( 1) i s  f o r m e d  b y  E q s .  (13 )  c o n s i d e r e d  s h o r t l y  
i n  S e c t i o n  45  of  t h e  p r e c e d i n g  c h a p t e r .  T h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  (13)  
a c t u a l l y  e x h i b i t  t h e  f o r m a t i o n  of  r e g i o n s  of  s h e a r  f l o w ,  w h i c h  a l r e a d y  a r e  
q u i t e  c o m p a r a b l e  t o  t h o s e  of  a c t u a l  f l u i d  f l o w .
I t  i s  p o s s i b l e  t o  m a k e  a  F o u r i e r  a n a l y s i s  of  t h e  s o l u t i o n s  of  E q .  ( 1), i n  
a  s i m i l a r  w a y  a s  t h i s  c a n  b e  d o n e  i n  h y d r o d y n a m i c s .  I t  i s  t h e n  f o u n d ,  i n  
b o t h  c a s e s ,  t h a t  t h e r e  i s  a  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  c o m p o n e n t s ,  d e p e n d ­
i n g  u p o n  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  of t h e  e q u a t i o n s ,  of  s u c h  n a t u r e  t h a t  t h e  i n t e r ­
a c t i o n  b e t w e e n  a n y  t w o  c o m p o n e n t s  l e a d s  t o  t h e  a p p e a r a n c e ,  o r  t h e  i n f l u e n c i n g ,
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of  o t h e r  c o m p o n e n t s  h a v i n g  t h e  s u m  o r  t h e  d i f f e r e n c e  of  t h e  f r e q u e n c i e s .  
H e n c e ,  w h e n  w e  d e s c r i b e  t h e  s y s t e m  b y  m e a n s  of  a  s p e c t r u m ,  t h e r e  i s  a  
t r a n s f e r  of  e n e r g y  b o t h  u p w a r d  a n d  d o w n w a r d  a l o n g  t h e  f r e q u e n c y  s c a l e .  
V i s c o s i t y  i n  b o t h  c a s e s  o p e r a t e s  m o s t  e f f e c t i v e l y  o n  t h e  c o m p o n e n t s  of  s m a l l  
w a v e l e n g t h  ( h i g h  f r e q u e n c y ) ,  a n d  h e n c e  i n  b o t h  c a s e s  t h e r e  m u s t  b e  a n  o v e r ­
a l l  f l o w  of  e n e r g y  t o w a r d s  t h e  h i g h  f r e q u e n c y  e n d  of  t h e  s p e c t r u m .  I n  a l l  
t h e s e  a s p e c t s  a n d  i n  a  n u m b e r  of  s t a t i s t i c a l  f e a t u r e s ,  t h e  s o l u t i o n s  of  E q .
( 1) c a n  h e l p  t o  u n d e r s t a n d  r e l a t i o n s  a p p e a r i n g  i n  a c t u a l  t u r b u l e n c e .  T h i s  
w i l l  b e  s h o w n  i n  g r e a t e r  d e t a i l  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n s .
A t t e n t i o n  m a y  b e  d r a w n  t o  one  f u r t h e r  p o i n t .  A l t h o u g h  t h e  r e s o l u t i o n  
of  a  p a t t e r n  of  f l u i d  m o t i o n  i n t o  F o u r i e r  c o m p o n e n t s  m a y  b e  c o n v e n i e n t  
f r o m  m a n y  p o i n t s  of  v i e w ,  t h e r e  i s  a l s o  s o m e t h i n g  u n n a t u r a l  i n  i t  a n d  t h e  
s t r o n g  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  c o m p o n e n t s  d u e  t o  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  
of  t h e  e q u a t i o n s  p r e s e n t  a  m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m  w h i c h  t h u s  f a r  c a n n o t  be 
s o l v e d .  I t  i s  d i f f i c u l t ,  t h e r e f o r e ,  t o  p r e d i c t  t h e  h i s t o r y  of  a n y  s i n g l e  
F o u r i e r  c o m p o n e n t .  T h e  s a m e  a p p l i e s  t o  a n y  o t h e r  m e t h o d  of  r e s o l u t i o n  
b a s e d  o n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  s o l u t i o n s  o f  s o m e  l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  ( f o r  i n s t a n c e ,  t h e  e q u a t i o n  u s e d  i n  i n v e s t i g a t i o n s  on  t h e  s t a b i l i t y  
of l a m i n a r  m o t i o n ) .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  t y p e  of  s o l u t i o n s  o f  E q .  ( 1) 
c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n ,  w i t h  t h e i r  s t e e p  f r o n t s ,  a r e  d i r e c t l y  
c o n n e c t e d  w i t h  t h e  n o n l i n e a r  t e r m  a n d  p r e s e n t ,  s o  t o  s a y ,  a n  " i n d i v i d u a l ­
i z e d "  c h a r a c t e r .  S t e e p  f r o n t s  h a v e  a  c e r t a i n  l i f e t i m e  a n d  i t  i s  p o s s i b l e  t o  
d e s c r i b e  a  c e r t a i n  c l a s s  o f  s o l u t i o n s  of  ( 1) b y  g i v i n g  a  l i s t  of  t h e  p o s i t i o n s  
a n d  s t r e n g t h s  o f  t h e  f r o n t .  T h e  h i s t o r y  of  t h e  f i e l d  t h e n  b e c o m e s  a  d e s ­
c r i p t i o n  of  t h e  m o t i o n  of  t h e s e  f r o n t s  a n d  t h e i r  m e r g i n g  t o g e t h e r ,  l e a d i n g  
to  a  g r a d u a l  d e c r e a s e  of t h e i r  n u m b e r  a n d  i n c r e a s e  o f  t h e i r  m e a n  d i s t a n c e .  
S u c h  a  d e s c r i p t i o n  b r i n g s  i n t o  e v i d e n c e  t h o s e  p r o p e r t i e s  of  t h e  f i e l d  w h i c h  
a r e  d e p e n d e n t  o n  t h e  p r e s e n c e  of  t h e  n o n l i n e a r  t e r m  i n  t h e  e q u a t i o n ,  w h e r e ­
a s  t h e  F o u r i e r  r e s o l u t i o n  i s  b a s e d  p r i m a r i l y  on  t h e  l i n e a r  t e r m s  a n d  i s  o n l y  
p o o r l y  a d a p t e d  t o  t h e  t r e a t m e n t  of  n o n l i n e a r  e f f e c t s .
I n  t h e  n e x t  s e c t i o n s  w e  s h a l l  c o n s i d e r  v a r i o u s  p a r t i c u l a r  c a s e s  of  
f i e l d s  d e s c r i b e d  b y  E q .  ( 1).
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5 4 .  S o l u t i o n s  of  E q u a t i o n  ( 1) R e p r e s e n t i n g  t h e  P r o p a g a t i o n  of  
Im p u l s e s  i n  O n e  D i r e c t i o n  A l o n g  the  Y - A x i s .
I n  S e c t i o n  51 w e  h a v e  b e c o m e  a c q u a i n t e d  w i t h  a  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  of  
E q . ( 1) c o r r e s p o n d i n g  t o  a n  i m p u l s e  of  m a g n i t u d e  h2 / 2  i n t r o d u c e d  a t  t h e  i n ­
s t a n t  t o a t  t h e  p o i n t  y = δ . T h e  c o u r s e  of  v  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a  t r i a n g l e ,  
h a v i n g  t h e  a r e a  h 2 / 2 ,  w h i l e  t h e  v e l o c i t y  of  a d v a n c e  of t h e  f r o n t  i s  g i v e n  b y  
o n e - h a l f  t h e  h e i g h t  of  t h e  f r o n t .  T h e s e  t w o  r u l e s  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e  t h e  
s o l u t i o n .
W e n o w  i m a g i n e  t h a t  a  s e r i e s  of  i m p u l s e s  of  m a g n i t u d e s  ω1, ω2, ω 3 , . . . . 
i s  i n t r o d u c e d  a t  t h e  p o i n t  y  = 0 a t  i n s t a n t s  t 1 , t 2 ,  t 3 , . . . . , a l l  i m p u l s e s  
b e i n g  p o s i t i v e .  E a c h  i m p u l s e  l e a d s  t o  t h e  a p p e a r a n c e  of  a  t r i a n g l e  a n d  t h e  
v a r i o u s  t r i a n g l e s  a r e  s u p e r p o s e d  o n  e a c h  o t h e r  i n  t h e  w a y  i n d i c a t e d  i n  t h e  
a c c o m p a n y i n g  f i g u r e .  F o r  a n y  i n s t a n t ,  t h i s  f i g u r e  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  b y  
d r a w i n g  a  s e t  of  s t r a i g h t  l i n e s  s t a r t i n g  f r o m  y = 0 a n d  h a v i n g  s l o p e s  g i v e n  
b y  l / ( t - t i ); b e t w e e n  t h e s e  l i n e s  w e  d r a w  v e r t i c a l  s e g m e n t s  i n  s u c h  a  w a y  
t h a t  a  t r i a n g l e  w i t h  t h e  a r e a  ωi i s  f o r m e d  b e t w e e n  t h e  l i n e s  w i t h  s l o p e s  
l / ( t - t i ) a n d  l / ( t - t i - 1 ). W e d e n o t e  t h e  p o s i t i o n  of  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
v e r t i c a l  s e g m e n t  b y  ξi a n d  p r o v i s i o n a l l y  a s s u m e  t h a t  a l l  ξi s a t i s f y  t h e  
c o n d i t i o n s  ξ i < ξi-1.
W e  t h e n  h a v e  a  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  c o u r s e  of  v  a t  t h e  i n s t a n t  t 
( h e a v y  b r o k e n  l i n e  i n  t h e  d i a g r a m ) .  T h e  d e v e l o p m e n t  i n  t i m e  of t h e  c u r v e
- 1 2 2 -
i s  d e t e r m i n e d  b y  t w o  r u l e s :  a l l  i n c l i n e d  l i n e s  t u r n  t o  t h e  r i g h t  i n  c o n f o r m i t y  
w i t h  t h e  e x p r e s s i o n  l / ( t  -  t i ) f o r  t h e i r  s l o p e ;  e v e r y  t r i a n g l e  m u s t  r e t a i n  a  
c o n s t a n t  a r e a  ω i . O n e  f i n d s :
(9)
W e a s s u m e  t h a t  n e w  i m p u l s e s  a r e  i n t r o d u c e d  a t  y  = 0 a s  t i m e  a d v a n c e s ,  
w h i c h  w i l l  g i v e  r i s e  t o  n e w  t r i a n g l e s  t o  b e  s u p e r p o s e d  a t  t h e  l e f t  e n d  of  t h e  
c u r v e .  T h e  c o r r e c t i o n s  c o n n e c t e d  w i t h  v i s c o s i t y  a r e  n e g l e c t e d  i n  t h i s  p i c ­
t u r e ,  b u t  w e  c a n  a s s u m e  t h a t  t h e y  a r e  v e r y  s m a l l .
T h e  c u r v e  o b t a i n e d  g i v e s  a  c r u d e  a n a l o g y  t o  t u r b u l e n c e  p r o d u c e d  b y
a  s c r e e n  i n  a  w i n d  t u n n e l  a n d  c a r r i e d  a l o n g  b y  t h e  g e n e r a l  f l o w .  In  t h e
p r e s e n t  c a s e  t h e r e  i s  n o  s p e c i a l  " c a r r y i n g  f l o w " .  T h e  p r o p a g a t i o n  a l o n g
t h e  y - a x i s  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m a g n i t u d e  of  t h e  i m p u l s e s  t h e m s e l v e s .  W e
s u p p o s e  t h a t  a t  y  = 0 i m p u l s e s  a r e  c o n t i n u o u s l y  i n t r o d u c e d  i n  a  r a n d o m
m a n n e r ,  b u t  s o  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e f i n e  a  m e a n  v a l u e  ω  of  t h e  ωi a n d
a  m e a n  v a l u e  θ of  t h e  t i m e  i n t e r v a l s  T i = t i -  t i - 1 , a n d  a l s o  a  m e a n  v a l u e
of  t h e  r a t i o  ω i / T i . T h e  p i c t u r e  t h e n  o b t a i n e d  h a s  a  s t a t i o n a r y  s t a t i s t i c a l  
c h a r a c t e r  f o r  e v e r y  g i v e n  p o i n t  of t h e  y - a x i s ;  i t  c h a n g e s  g r a d u a l l y  a s  w e  go  
a l o n g  t h e  y - a x i s .
T h e  s u p p o s i t i o n  t h a t  a l l  ξ i s a t i s f y  ξ  <  ξ i - 1  c a n n o t  b e  u p h e l d  i n
g e n e r a l .  T h e  v e l o c i t i e s  of a d v a n c e  of t h e  v a r i o u s  v e r t i c a l  f r o n t s  w i l l  b e  
u n e q u a l  a n d  w h e n e v e r  w e  f i n d d  ξ i / d t  > d ξ i - 1 / d t ,  t h e r e  w i l l  b e  a  d e c r e a s e  
of  t h e  d i s t a n c e  ξ i - 1  -  ξ i .  W h e n  t h i s  h a s  b e c o m e  z e r o ,  t h e  v e r t i c a l  f r o n t
h a s  o v e r t a k e n  t h e  s e g m e n t  ξi-1; f r o m  t h e n  o n w a r d  w e  m u s t  c o u n t  t h e s e  
f r o n t s  a s  a  s i n g l e  o n e .  T h i s  r e q u i r e s  t h a t  f r o m  n o w  on  w e  l e a v e  o u t  t h e  i n ­
c l i n e d  l i n e  w i t h  t h e  s l o p e  1 / ( t -  t i - 1 ) a n d  w o r k  a s  i f  t h e  c o m b i n e d  i m p u l s e
ω i + ω i-1 h a d  b e e n  i n t r o d u c e d  a t  t h e  i n s t a n t  t i , s o  t h a t  f r o m  n o w  on  i t  f o l -  
l o w s  t h e  i m p u l s e  ω i - 2 i n t r o d u c e d  a t  t i - 2 .
T h i s  p r o c e s s  l e a d s  t o  a  g r a d u a l  d e c r e a s e  of  t h e  n u m b e r  of  f r o n t s .  
S i n c e  n e w  f r o n t s  a r e  c o n t i n u a l l y  i n t r o d u c e d  a t  y  = 0,  t h e  s t a t i s t i c a l  s t a t e  
of  t h e  s y s t e m  c a n  b e  s t a t i o n a r y .
W e n o w  c o m e  b a c k  to  t h e  r u l e  f o r  c o n s t r u c t i n g  t h e  s t a t e  of  t h e  s y s ­
t e m  a t  a  g i v e n  i n s t a n t  t .  W h e n e v e r ,  i n  c a r r y i n g  o u t  t h e  r u l e s  g i v e n  b e f o r e ,
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w e  f i n d  a  c a s e  w h e r e  ξ i >  ξ i - 1 ,  w e  t a k e  o u t  t h e  i n s t a n t  t i - 1  a n d  c o m b i n e  ωi
a n d  ω i - 1  i n t o  a  s i n g l e  i m p u l s e  c o r r e s p o n d i n g  to  t h e  i n s t a n t  t i . I f  w e  s h o u l d  
f i n d  t h a t  t h e  n e w  v a l u e  of  ξ i w o u l d  s u r p a s s  ξ i - 2 , o r  t h a t  i t  w o u l d  be  s m a l l e r  
t h a n  ξ i +1 , t h e  p r o c e s s  h a s  t o  b e  r e p e a t e d  u n t i l  a l l  c a s e s  w h i c h  d i d  n o t  s a t i s ­
fy  t h e  c o n d i t i o n  ξ i < ξ i - 1  h a v e  b e e n  e l i m i n a t e d .  T h e  r e s u l t  o f  t h i s  e l i m i n a ­
t i o n  i s  n o t  d e p e n d e n t  o n  t h e  o r d e r  i n  w h i c h  i t  i s  c a r r i e d  o u t .
A  p a r t i c u l a r  c a s e  i s  o b t a i n e d  w h e n  a l l  i m p u l s e s  a r e  e x a c t l y  of  t h e  
s a m e  m a g n i t u d e  ω  a n d  a r e  s p a c e d  a t  e x a c t l y  e q u a l  i n t e r v a l s  of  t i m e  θ. I n  
t h a t  c a s e ,  m e r g i n g  of  f r o n t s  w i l l  o c c u r  o n l y  a t  t h e  f o r e m o s t  e n d  of  t h e  s e ­
q u e n c e .  I f  t h e  p r o c e s s  h a s  b e e n  g o i n g  o n  f o r  a  l o n g  t i m e ,  t h i s  e n d  w i l l  h a v e  
m o v e d  f a r  o u t  t o  t h e  r i g h t ,  a n d  i n  c e r t a i n  c a s e s  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  h a v i n g  
d i s a p p e a r e d  f r o m  t h e  f i e l d  u n d e r  o b s e r v a t i o n .  T h e  v e l o c i t y  o f  a d v a n c e  of  
a l l  o t h e r  v e r t i c a l  f r o n t s  w i l l  t h e n  b e  v e r y  n e a r l y  e q u a l  t o  ω / θ .  I t  s h o u l d  
b e  o b s e r v e d  t h a t  w h e n  t h e  i n i t i a l  i m p u l s e s  w e r e  n o t  e x a c t l y  e q u a l ,  o r  w h e n  
t h e r e  s h o u l d  h a v e  b e e n  s l i g h t  i n e q u a l i t i e s  of t h e i r  s p a c i n g  i n  t i m e ,  t h e s e  
i n e q u a l i t i e s  w o u l d  n o t  d i s a p p e a r  i n  t h e  p r o c e s s  b u t  w o u l d  l e a d  t o  t h e  m e r g i n g  
of  f r o n t s  s o m e w h e r e  i n s i d e  t h e  s e r i e s .  T h i s  i s  a  t y p i c a l  f e a t u r e  c h a r a c t e r ­
i s t i c  f o r  s y s t e m s  w h i c h  a r e  g o v e r n e d  b y  a  n o n l i n e a r  e q u a t i o n ,  b e l o n g i n g  t o  
t h e  h y p e r b o l i c  t y p e  ( h a v i n g  r e a l  c h a r a c t e r i s t i c s ) ,  w h e r e  t h e r e  i s  no  s m o o t h ­
i n g  o u t  o f  i r r e g u l a r i t i e s  i n t r o d u c e d  b y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o r  b y  t h e  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s .
I n  t h e  b e g i n n i n g  of  t h i s  c h a p t e r  i t  h a d  b e e n  r e m a r k e d  t h a t  E q .  ( 1) i s  
a l s o  i l l u s t r a t i v e  of p h e n o m e n a  p e c u l i a r  to  c o m p r e s s i b l e  m e d i a .  T h e  s o l u t i o n  
w e  h a v e  b e e n  c o n s i d e r i n g  c a n  b e  t a k e n  a s  a  s i m p l i f i e d  p i c t u r e  of  t h e  b e h a v i o r  
of  a  s e r i e s  of  p l a n e  s h o c k  w a v e s ,  i n t r o d u c e d  on e  a f t e r  t h e  o t h e r  i n t o  a  g a s .  
R e a l  s h o c k  w a v e s  w i l l  s h o w  t h e  s a m e  f e a t u r e  of  o v e r t a k i n g  on e  a n o t h e r  a n d  
of  m e r g i n g  t o g e t h e r ,  a s  d o  t h e  s t e e p  f r o n t s  f o u n d  i n  o u r  s o l u t i o n  of  E q .  ( 1).
5 5 .  S t a t i s t i c a l  P r o b l e m s  C o n n e c t e d  w i t h  t h e  P r o p a g a t i o n  of  C o n s e c u ­
t i v e  I m p u l s e s .  I f  t  i s  c h o s e n  s o  t h a t  f o r  a  g r o u p  of  c o n s e c u t i v e  i m p u l s e s  
t  -  ti i s  l a r g e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  t i m e  i n t e r v a l s  T i  w i t h i n  t h i s  g r o u p ,  w e  
c a n  r e p l a c e  (9)  b y  t h e  a p p r o x i m a t i o n :
(10)
w h e r e
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In  t h i s  c a s e  t h e  c o n d i t i o n  ξ i  <  ξ i - 1  i s  n o t  c o m p a t i b l e  w i t h  a  l a r g e  p o s i ­
t i v e  d i f f e r e n c e  u i -  u i - 1 . W h e n e v e r  u i > u i - 1  w e  c a n  f i n d  a  v a l u e  of  t  f o r  
w h i c h  t h e  c o n d i t i o n  ξ i  <  ξ i - 1  w i l l  b e  v i o l a t e d ,  s o  t h a t  w e  m u s t  c o m b i n e  i m ­
p u l s e s  i n  t h e  w a y  d e s c r i b e d  b e f o r e .  S i n c e  w e  h a v e  a s s u m e d  t h a t  t h e  s y s t e m  
h a s  a  s t a t i s t i c a l l y  s t a t i o n a r y  c h a r a c t e r ,  w e  c a n  e x p e c t  t h a t  i n  t h e  c o u r s e  of  
t i m e  a l l  a p p r e c i a b l e  p o s i t i v e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  c o n s e c u t i v e  u i w i l l  be  
e l i m i n a t e d  i n  t h i s  w a y .  T h e r e  m i g h t  r e m a i n  l a r g e  n e g a t i v e  d i f f e r e n c e s  u i  -
u i - l  o r  s e r i e s  w i t h  c o n s e c u t i v e  n e g a t i v e  d i f f e r e n c e s ,  b u t ,  i n  v i e w  of  t h e  
r a n d o m n e s s  of  t h e  v a l u e s  of  t h e  u i , a  l a r g e  v a l u e  of  u i - k  w o u l d  h a v e  g r e a t  
c h a n c e  t o  b e  f o l l o w e d  b y  a  s m a l l e r  o n e ,  a n d  t h e n  e l i m i n a t i o n  a g a i n  w o u l d  b e  
n e c e s s a r y .
T o  m a k e  t h e s e  c o n s i d e r a t i o n s  m o r e  p r e c i s e ,  w e  o b s e r v e  t h a t  w h e n  t w o
v e r t i c a l  f r o n t s  m e r g e  t o g e t h e r  i n t o  a  s i n g l e  o n e ,  t h e  v a l u e s  of  t h e  ωi a r e
a d d e d ,  s o  a s  a l s o  a r e  t h e  v a l u e s  of  t h e  i n t e r v a l s  T i . T h e  n e w  v a l u e  o f  u i
r e s u l t i n g  f r o m  t h e  p r o c e s s  i s  g i v e n  by :
If  n o w  w e  d e f i n e  a  m e a n  s q u a r e  v a l u e  of  t h e  u i b y  m e a n s  of  t h e  f o r m u l a :
( 11 )
w h e r e  t h e  s u m m a t i o n  i s  e x t e n d e d  o v e r  a  s e r i e s  of  c o n s e c u t i v e  i - v a l u e s ,  i t  
f o l l o w s  t h a t  t h i s  m e a n  s q u a r e  v a l u e  i s  n o t  a f f e c t e d  b y  t h e  p r o c e s s  of  m e r g i n g  
t o g e t h e r  of  f r o n t s  a n d  t h a t  i t  i s  a  c o n s t a n t .  I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  t h i s  c o n ­
s t a n t  h a s  t h e  v a l u e  2 ω / θ .
O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  s i n c e
(12)
w h e r e  T i* = T i + T i - 1 ; i t  i s  s e e n  t h a t  Σ u i T i i n c r e a s e s  e a c h  t i m e  t w o  f r o n t s 
m e r g e .  H e n c e  t h e  ( l i n e a r )  m e a n  v a l u e  u  o f  t h e  u i i n c r e a s e s .  I t  t h u s  f o l ­
l o w s  t h a t  t h e  f l u c t u a t i o n s  of  t h e  u i t e n d  t o  b e c o m e  s m a l l e r  a n d  s m a l l e r  a s
t i m e  g o e s  on .
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T h i s  c a n  b e  p u t  i n t o  a  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  f o r m  i f  w e  w r i t e :
(13)
W e t h e n  h a v e  f o r  t h e  m e a n  v a l u e  of  t h e  s q u a r e  of  1 + δ i :
f r o m  w h i c h :
H e n c e  δ  <  0 a n d  u  <  U . S i n c e  u  i n c r e a s e s ,  δ  i n c r e a s e s  t o w a r d s  z e r o  
a n d  δ 2 d e c r e a s e s .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  a b s o l u t e  v a l u e s  of  t h e  δ i g r a d u ­
a l l y  b e c o m e  s m a l l e r .
A  c o n s e q u e n c e  of  t h e s e  c o n s i d e r a t i o n s  i s  t h a t ,  i f  w e  h a v e  s t a r t e d  w i t h  
t w o  i n d e p e n d e n t  d i s t r i b u t i o n s  f o r  t h e  v a l u e s  of  t h e  ωi a n d  t h e  T i , t h e s e  w i l l  
n o t  r e m a i n  i n d e p e n d e n t  of  e a c h  o t h e r .  I f  t h e y  a r e  r e p r e s e n t e d  s i m u l t a n e o u s ­
l y  b y  m e a n s  of  p o i n t s  i n  a n  ω i , T i d i a g r a m ,  t h e  c o m b i n a t i o n s  o c c u r r i n g  
e v e r y  t i m e  w h e n  t w o  f r o n t s  m e r g e  w i l l  l e a d  t o  t h e  a p p e a r a n c e  of  b o t h  l a r g e r  
ωi v a l u e s  a n d  l a r g e r  T i v a l u e s  i n  s u c h  a  w a y  t h a t  t h e  r a t i o s  ω i / Τ i w i l l  
c l u s t e r  m o r e  a n d  m o r e  c l o s e l y  a r o u n d  t h e  m e a n  v a l u e  ω / θ .
5 6 .  A p p l i c a t i o n  of  S i m i l a r i t y  C o n s i d e r a t i o n s .  W e w i l l  f o l l o w  t h e  
h i s t o r y  of  a  g r o u p ,  o r i g i n a l l y  f o r m e d  f r o m  N o i m p u l s e s  of  t o t a l  a m o u n t  Ω , 
i n t r o d u c e d  a t  y = 0 i n  a  p e r i o d  o f  d u r a t i o n  Θ  . W h e n  w e  c o n s i d e r  t h e  
g r o u p  a t  a n  i n s t a n t  t ,  t h e  n u m b e r  of f r o n t s  w i l l  h a v e  d e c r e a s e d  t o  s a y  N,  
a n d  t h e  m e a n  v a l u e s  ω  a n d  θ a r e  g i v e n  by :  ω  = Ω / N ; θ = Θ / Ν .
W h e n  t h e  m e r g i n g  p r o c e s s  h a s  a l r e a d y  g o n e  s o  f a r  t h a t  t h e  v a l u e s  of  
t h e  δ i a r e  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  u n i t y ,  i t  f o l l o w s  f r o m  (12)  t h a t  w h e n  tw o  
f r o n t s  m e r g e  ( w h i c h  m a k e s  N d e c r e a s e  b y  1 ) t h e  s u m  Σ u i T i i n c r e a s e s
b y  a p p r o x i m a t e l y :
I t  s e e m s  f a i r l y  s a f e  t o  a s s u m e  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  o f  t h i s  q u a n t i t y  i s  g i v e n  by:
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H e n c e  t h e  m e a n  v a l u e  u  i n c r e a s e s  o n  t h e  a v e r a g e  b y f r o m
w h i c h  t h e r e  f u r t h e r  f o l l o w s :
a v e r a g e  i n c r e a s e  of
a n d :
a v e r a g e  d e c r e a s e  of
If  w e  a s s u m e  t h a t  a  c e r t a i n  s t a t i s t i c a l  s i m i l a r i t y  i s  c o n s e r v e d  i n  t h e  p r o c e s s ,  
w e  m u s t  w r i t e  t h i s  i n  t h e  f o r m :
a n d  f in d :
(14)
N o w  t h e  i n s t a n t  t *  a t  w h i c h  ξ i a n d  ξ i - 1  m e r g e ,  ( t h i s  w a s  t h e  t y p i c a l
c o m b i n a t i o n  c o n s i d e r e d  i n  t h e  f o r m u l a s ,  a s s u m i n g  t h a t  u i -  u i -1  > 0) i s  
g i v e n  b y :
W e  c a n  t a k e  t h i s  e x p r e s s i o n  a s  a n  e s t i m a t e  of  t h e  " a g e "  of  t h e  g r o u p  u n d e r  
c o n s i d e r a t i o n .  S i n c e  t h e  a v e r a g e  v a l u e  of i s
w e  o b t a i n :
a v e r a g e  a g e
I n  t h i s  w a y  w e  a r r i v e  a t  t h e  r e s u l t s :
(15)
(16)
I t  a l s o  f o l l o w s  t h a t :
(17 )
T h e  d e p e n d e n c e  o n  t h e  a g e  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  d e p e n d e n c e  o n  t h e  
m e a n  p o s i t i o n  of  t h e  g r o u p  a l o n g  t h e  y - a x i s ,  i f  w e  o b s e r v e  t h a t  a c c o r d i n g
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t o  (10 ) :
(18)
5 7 .  A n  o b s e r v e r  l o c a t e d  a t  a  f i x e d  v a l u e  of  y  w i l l  s e e  t h e  b r o k e n  
c u r v e  r e p r e s e n t i n g  t h e  c o u r s e  of  v  p a s s  o v e r  h i m  w i t h  a  v e l o c i t y  a p p r o x i ­
m a t e l y  e q u a l  t o  U.  H i s  o b s e r v a t i o n s  w i l l  s h o w  a  s l o w  i n c r e a s e  of  v  d u r i n g  
p e r i o d s  T i , a l t e r n a t i n g  w i t h  a  s u d d e n  d e c r e a s e .  T h e  m a g n i t u d e  of  t h e  d e ­
c r e a s e ,  o b s e r v e d  a t  t h e  i n s t a n t  w h e n  t h e  f r o n t  p a s s e s  t h e  o b s e r v e r ,  i s  
g i v e n  by :
(19)
F r o m  t h i s  e x p r e s s i o n  i t  a p p e a r s  t h a t  s o  l o n g  a s  m e r g i n g  of  f r o n t s  d o e s  n o t
t a k e  p l a c e ,  t h e  v a l u e s  o f  v i  ( w h i c h  a r e  t h e  q u a n t i t i e s  vI -  v I I  c o n s i d e r e d
i n  S e c t i o n  52)  d e c r e a s e  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l l y  w i t h  a g e ,  a n d  c o n s e q u e n t l y
a l s o  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l l y  w i t h  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  o b s e r v e r  f r o m  t h e
o r i g i n  o n  t h e  y - a x i s .  H o w e v e r ,  e v e r y  m e r g i n g  o f  t w o  s u c c e s s i v e  f r o n t s
i n t r o d u c e s  a n  i n c r e a s e  of  ωi a n d  T i ; t h e  d e c r e a s e  of  t h e  a v e r a g e  v a l u e  of
t h e  vi c o n s e q u e n t l y  w i l l  b e  s l o w e r .  F r o m  (17)  w e  s e e  t h a t  t h e  n u m e r a t o r  
i n c r e a s e s  p r o p o r t i o n a l l y  w i t h  ( a g e ) 2/3. H e n c e  w e  f i n d :
(20 ) a v e r a g e  v a l u e  of
C e r t a i n  o t h e r  p r o b l e m s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  v - c u r v e  p a s s i n g  o v e r  a  
s t a t i o n a r y  o b s e r v e r  c a n  b e  c o n s i d e r e d .  S i n c e  t h e  p r o c e s s  s h o u l d  b e  s t a t i o n ­
a r y  i n  t h e  s t a t i s t i c a l  s e n s e ,  w e  c a n  c o n s i d e r  t h e  E u l e r i a n  t i m e - c o r r e l a t i o n  
v ( t )  v ( t  + τ )  f o r  a  f i x e d  v a l u e  of  y .  I t  c a n  b e  e s t i m a t e d  t h a t  t h i s  c o r r e l a t i o n  
w i l l  b e c o m e  z e r o  w h e n  τ  e x c e e d s  a  f e w  t i m e s  θ .
W e c a n  a l s o  f i x  a t t e n t i o n  t o  a  p a r t i c u l a r  p o i n t  of  t h e  c u r v e  f o r  v . S u c h  
a  p o i n t  d i s p l a c e s  i t s e l f  w i t h o u t  c h a n g e  of  h e i g h t  w i t h  i t s  v e l o c i t y  v , u n t i l  t h e  
i n s t a n t  w h e r e  t h e  t w o  f r o n t s  b e t w e e n  w h i c h  i t  i s  s i t u a t e d  h a p p e n  t o  m e r g e .
T h e  i n t e r v a l  o f  t i m e ,  f r o m  t h e  i n s t a n t  a t  w h i c h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i m p u l s e s  
w e r e  i n t r o d u c e d  u n t i l  t h e  i n s t a n t  a t  w h i c h  t h e  f r o n t s  m e r g e ,  i s  of  t h e  o r d e r  
of  t h e  a g e  of  t h e  g r o u p  to  w h i c h  t h e  f r o n t s  b e l o n g .  S i n c e  t h i s  a g e  i s  m u c h  
l a r g e r  t h a n  θ ,  a n  i n d i v i d u a l  p o i n t  of  t h e  c u r v e ,  f o l l o w e d  i n  i t s  m o t i o n ,  w i l l
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u s u a l l y  k e e p  i t s  v e l o c i t y  o v e r  a  l o n g  p e r i o d .  H e n c e  a  L a g r a n g i a n  c o r r e l a ­
t i o n  c a l c u l a t e d  f o r  t h e  m o t i o n  of i n d i v i d u a l  p o i n t s  w i l l  b e  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o  
o v e r  a  m u c h  l o n g e r  i n t e r v a l  t h a n  t h e  E u l e r i a n  t i m e  c o r r e l a t i o n .
W h e n  t h e  a g e  of  a  g r o u p  i s  l a r g e ,  a n d  t h e  g r o u p  s t i l l  c o n t a i n s  m a n y  
m e m b e r s ,  i t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  c a l c u l a t e  a  E u l e r i a n  s p a c e  c o r r e l a t i o n  
v (y )  v ( y  + η ) f o r  t h e  g r o u p ,  w h i c h  q u a n t i t y  w i l l  b e  a  f u n c t i o n  of  t i m e .  T h e s e  
E u l e r i a n  s p a c e  c o r r e l a t i o n s ,  h o w e v e r ,  c a n  b e  b e t t e r  i n v e s t i g a t e d  i f  w e  t u r n  
t o  a  d i f f e r e n t  t y p e  of  s o l u t i o n  of  E q .  ( 1) i n  w h i c h  t h e  b r o k e n  c u r v e  g i v i n g  t h e  
c o u r s e  of  v  i s  f o r m e d  of  p a r a l l e l  u p w a r d  s l o p i n g  s e g m e n t s  ( i n s t e a d  of  s e g ­
m e n t s  a l l  s t a r t i n g  f r o m  t h e  p o i n t  y  = 0) .  S u c h  a  s o l u t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  
f r o m  t h e  o n e  c o n s i d e r e d  h e r e  b y  m e a n s  o f  a  l i m i t i n g  p r o c e s s ,  b u t  i t  i s  
m o r e  c o n v e n i e n t  t o  d e f i n e  i t  i n  a n  i n d e p e n d e n t  w a y .
I t  i s  u s e f u l  t o  n o t i c e  t h e  q u a n t i t y  ωi -  ½ U 2T i f o r  t h e  s o l u t i o n  t h u s  
f a r  c o n s i d e r e d .  T h i s  q u a n t i t y  r e p r e s e n t s  t h e  d i f f e r e n c e
i n  a r e a  b e t w e e n  t h e  t w o  t r i a n g l e s  0A B  a n d  0 C D  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  i n t e r ­
v a l  T i  = t i  -  t i - 1 . T h e  v a l u e  c a n  b e  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e  a n d  t h e  m e a n  
v a l u e  i s  z e r o .  S i n c e
w e  m u s t  e x p e c t  t h a t  t h e  a v e r a g e  a b s o l u t e  v a l u e  w i l l  i n c r e a s e  p r o p o r t i o n a l l y  
w i t h  ( a g e ) 1 / 3 .
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S o l u t i o n s  of  E q . ( 1) I l l u s t r a t i n g  S p a t i a l l y  H o m o g e n e o u s  T u r b u l e n c e  
D e c a y i n g  w i t h  T i m e  
5 8 .  W e  c o n s i d e r  a  s o l u t i o n  of  E q .  ( 1) i n  w h i c h  t h e  i n i t i a l  f o r m  of  t h e  
c u r v e  f o r  v  i s  g i v e n  b y  a  s e r i e s  of  s t r a i g h t  p a r a l l e l  s e g m e n t s .  I n  c o n s e ­
q u e n c e  of  f o r m u l a s  (2)  a n d  (3)  of  S e c t i o n  5 0 ,  t h e  p a r a l l e l i s m  w i l l  b e  r e t a i n e d  
d u r i n g  t h e  w h o l e  h i s t o r y ,  t h o u g h  t h e  m a g n i t u d e  of  t h e  s l o p e  w i l l  d e c r e a s e .
I t  i s  c o n v e n i e n t  to  t a k e  t h e  s l o p e  e q u a l  t o  l / t ,  o m i t t i n g  t h e  u n i m p o r t a n t  c o n ­
s t a n t  t o . T h e  u p w a r d  s l o p i n g  s e g m e n t s  a r e  a g a i n  s e p a r a t e d  b y  v e r t i c a l  
f r o n t s .  I f  a c c o u n t  m u s t  b e  t a k e n  of t h e  i n f l u e n c e  of  v i s c o s i t y ,  a  m o r e  c o r ­
r e c t  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c o u r s e  of  v  i n  t h e s e  f r o n t s  c a n  b e  g i v e n  b y  m a k i n g  
u s e  of  E q .  (8 )  of  S e c t i o n  52 .  I f  w e  i n t r o d u c e  t h e  n o t a t i o n  w h i c h  i s  i l l u s t r a t e d  
i n  t h e  a c c o m p a n y i n g  d i a g r a m ,  i t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  t h e  h e i g h t  of  a  v e r t i c a l  
f r o n t  i s  m e a s u r e d  b y  vI -  VII = τ i / t .  W e  c h a n g e  t h e  f i r s t  t e r m  o f  (8)  i n  s u c h  
a  w a y
t h a t  a c c o u n t  i s  t a k e n  of t h e  s l o p e  of  t h e  c u r v e  t o  t h e  l e f t  a n d  t o  t h e  r i g h t  of  
t h e  f r o n t  a n d  o b t a i n :
(21)
A t  t h e  s a m e  t i m e :
(22)
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T h e  d i s t r i b u t i o n  of t h e  l e n g t h s  τ i a n d  λi t o  a  l a r g e  e x t e n t  c a n  b e  c h o ­
s e n  a r b i t r a r i l y  a t  t h e  i n i t i a l  i n s t a n t ,  p r o v i d e d  t h e  d i s t r i b u t i o n  i s  s u f f i c i e n t l y  
h o m o g e n e o u s  i n  o r d e r  t h a t  m e a n  v a l u e s  τ  a n d  λ  s h a l l  e x i s t .  T h e s e  m e a n  
v a l u e s  a r e  o b t a i n e d  b y  t a k i n g  a  c e r t a i n  n u m b e r  N of  c o n s e c u t i v e  τ i o f  λi 
a n d  d i v i d i n g  t h e i r  s u m  b y  N .  T h e  r e s u l t  m u s t  a p p r o a c h  a  d e f i n i t e  l i m i t  
w h e n  N i n c r e a s e s  m o r e  a n d  m o r e ,  w h i c h  l i m i t  s h o u l d  b e  i n d e p e n d e n t  of  t h e  
c h o i c e  of  t h e  s t a r t i n g  p o i n t .  T h e  m e a n  v a l u e s  τ  a n d  λ  m o r e o v e r  s h a l l  
b e  e q u a l .  I n  c o n s e q u e n c e  of  t h e  c i r c u m s t a n c e  t h a t  t h e  d e v e l o p m e n t  of  t h e  
s y s t e m  i n  t h e  c o u r s e  of t i m e  l e a d s  t o  t h e  m e r g i n g  of  f r o n t s ,  t h e r e  c a n  a r i s e  
a  c e r t a i n  i n t e r d e p e n d e n c e  b e t w e e n  t h e  d i s t r i b u t i o n s  of  t h e  τ i  a n d  λ i , a n d  
w e  s h a l l  s e e  l a t e r  ( S e c t i o n  65)  t h a t  s u c h  a n  i n t e r d e p e n d e n c e  m a y  b e  of  i m ­
p o r t a n c e .
In  t h e  c a l c u l a t i o n s  w e  s h a l l  a l s o  h a v e  t o  d o  w i t h  m e a n  v a l u e s  o b t a i n ­
e d  b y  i n t e g r a t i n g  a  q u a n t i t y  w i t h  r e s p e c t  t o  y  o v e r  a  c e r t a i n  l e n g t h  S of 
t h e  y - a x i s  a n d  d i v i d i n g  b y  t h i s  l e n g t h .  S u c h  m e a n  v a l u e s  w i l l  b e  d e n o t e d  
b y  m e a n s  of  a  s i m p l e  b a r ,  a s  f o r  i n s t a n c e  y.  I t  i s  o f t e n  c o n v e n i e n t  t o  
m a k e  S = Nℓ .
T h e r e  i s  s t i l l  a  f r e e d o m  i n  t h e  s y s t e m ,  i . e . , t h e  r e l a t i v e  s i t u a t i o n  
of  t h e  t w o  s e r i e s  of  p o i n t s  σi a n d  ξ i .  W e a s s u m e  t h a t  t h i s  i s  d e t e r m i n e d
i n  s u c h  a  w a y  t h a t  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  of  t h e  s y s t e m  d o  n o t  c h a n g e  
w h e n  t h e  d i r e c t i o n  of  y  a n d  t h e  s i g n  of  v  a r e  s i m u l t a n e o u s l y  c h a n g e d .
T h e  m e a n  v a l u e  v  of  v  w i t h  r e s p e c t  t o  y w i l l  t h e n  b e  z e r o .
T h e  p r o p e r t i e s  of  h o m o g e n e i t y  a n d  of  s t a t i s t i c a l  i n v a r i a n c e  w i t h  r e ­
s p e c t  t o  s i m u l t a n e o u s  c h a n g e  of  o r d e r  a n d  of  t h e  s i g n  of  v , j u s t  m e n t i o n ­
e d ,  r e m a i n  v a l i d  t h r o u g h o u t  t h e  d e v e l o p m e n t  of  t h e  s y s t e m  i f  t h e y  h a v e  
e x i s t e d  a t  s o m e  i n i t i a l  i n s t a n t .  T h i s  i s  a  c o n s e q u e n c e  of  t h e  i n v a r i a n c e  
of  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  b o t h  w i t h  r e s p e c t  t o  a  s h i f t  a l o n g  t h e  y - a x i s  
a n d  w i t h  r e s p e c t  t o  a  s i m u l t a n e o u s  c h a n g e  of  s i g n s  of  v  a n d  y.
C o n c e r n i n g  t h e  d e v e l o p m e n t  of  t h e  s y s t e m  i n  t h e  c o u r s e  of  t i m e ,  w e  
o b s e r v e  t h a t  t h e  σi a n d  t h e  l e n g t h s  τ i  a r e  c o n s t a n t s .  T h e  p o i n t s  m o v e  
a c c o r d i n g  t o  E q .  (22 ) .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  l e n g t h s  a r e  f u n c t i o n s  o f  t i m e  
a n d
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I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  i n t r o d u c e  q u a n t i t i e s  ζi d e f i n e d  by:
(23)
t h e n :
T h e  ζi c a n  be  p o s i t i v e  a s  w e l l  a s  n e g a t i v e ,  a n d  t h e  m e a n  v a l u e  ζ  m u s t  be  
z e r o .
T h e  p r o p e r t y  of  s t a t i s t i c a l  i n v a r i a n c e  w i t h  r e s p e c t  t o  a  s i m u l t a n e o u s  
c h a n g e  of  s i g n  o f  v  a n d  y,  r e f e r r e d  to  b e f o r e ,  c a n  a l s o  b e  e x p r e s s e d  b y  
t h e  r u l e  t h a t  a n y  s t a t i s t i c a l  q u a n t i t y  f o r m e d  f r o m  t h e  τ i , λi a n d  ζ i  w i l l  
r e m a i n  u n c h a n g e d  w h e n  t h e  s i g n s  of a l l  t h e  a r e  c h a n g e d  s i m u l t a n e o u s l y  
w i t h  a  c h a n g e  of  t h e  d i r e c t i o n  i n  w h i c h  i  i s  c o u n t e d ,  n o  c h a n g e  of s i g n  
b e i n g  m a d e  i n  τ i  a n d  λ i . F o r  i n s t a n c e :
W h e n  t w o  c o n s e c u t i v e  ξi ( s a y  ξi-1 a n d  ξ i ) b e c o m e  e q u a l  t o  e a c h  o t h e r ,  
t h e  p o i n t  ξ i - 1  a n d  t h e  s e g m e n t  λi d i s a p p e a r  f r o m  t h e  a r r a n g e m e n t .  T h e
v a l u e s  of  τ i - 1  a n d  τ i  a r e  a d d e d  a n d  t h e  l a w  of  m o t i o n  of  t h e  r e s u l t i n g  s e g ­
m e n t  i s  a g a i n  d e t e r m i n e d  b y  ( 2 2 ) ,  p r o v i d e d  w e  r e p l a c e  τ i b y  τ i + τ i - 1 .  B y  
t h i s  p r o c e s s  b o t h  t h e  n u m b e r  o f  s e g m e n t s  τ i a n d  t h e  n u m b e r  of  s e g m e n t s  
λi a r e  g r a d u a l l y  r e d u c e d  i n  t h e  c o u r s e  of  t i m e .
5 9 . S i m p l e  M e a n  V a l u e s .  W e w r i t e :
( 2 4 a )
a n d  f u r t h e r :
(24b )
T o  c a l c u l a t e  t h e  m e a n  v a l u e  of  v  ( w h i c h  i s  z e r o ,  a s  m e n t i o n e d  b e f o r e ) ,  
w e  o b s e r v e  t h a t  v  c h a n g e s  l i n e a r l y  w i t h  y o v e r  a  s e g m e n t  λi; h e n c e  f o r  
a  s i n g l e  s e g m e n t :
- 1 3 2 -
We s u m  t h i s  e x p r e s s i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  i o v e r  a l l  s e g m e n t s  c o n t a i n e d  i n  a  
p a r t  of  t h e  y - a x i s  of g r e a t  l e n g t h  S.  T h e  s u m  m u s t  b e  d i v i d e d  b y  S = N ℓ , 
w h e r e  N  i s  t h e  n u m b e r  of  s e g m e n t s  λi ( a n d  τ i ) c o n t a i n e d  i n  S. F r o m  
i t  i m m e d i a t e l y  f o l l o w s  t h a t  v  = 0 .
T o  f i n d  t h e  m e a n  v a l u e  of  v2 a  s i m i l a r  p r o c e d u r e  i s  a p p l i e d .  I n t e ­
g r a t i o n  o v e r  t h e  l e n g t h  of  t h e  s e g m e n t  λi g i v e s :
H e n c e  t h e  m e a n  v a l u e  b e c o m e s :
(25)
I t  h a s  b e e n  m e n t i o n e d  i n  S e c t i o n  52  t h a t  t h e  d i s s i p a t i o n  i s  t o  b e  f o u n d  
o n l y  i n  t h e  v e r t i c a l  s e g m e n t s ,  e a c h  s e g m e n t  g i v i n g  a  c o n t r i b u t i o n  w h i c h  i n  
t h e  p r e s e n t  n o t a t i o n  i s  e q u a l  t o  1/12 τ i3/ t 3 .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  m e a n  d i s s i p a -
t i o n  o f  e n e r g y  i n  u n i t  t i m e  p e r  u n i t  l e n g t h  of  t h e  y - a x i s  i s  g i v e n  by:
(26)
I n  c o n s e q u e n c e  of  t h e  m e r g i n g  of  f r o n t s  t h e  n u m b e r  of  s e g m e n t s  N 
c o n t a i n e d  i n  a  c o n s t a n t  g r e a t  l e n g t h  S d e c r e a s e s  a n d  ℓ i n c r e a s e s  w i t h  
t i m e .  I t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t h a t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r s
ω, ω * , ω,  w i l l  b e  f u n c t i o n s  of  t .  I f  t h e  a r r a n g e m e n t  r e t a i n s  a  s t a t i s t i c a l  
s i m i l a r i t y ,  t h e s e  p a r a m e t e r s  w i l l  b e  c o n s t a n t s .
S o  l o n g  a s  w e  d o  n o t  k n o w  h o w  ℓ c h a n g e s  w i t h  t i m e ,  v e r y  l i t t l e  c a n
b e  s a i d  a b o u t  t h e  b e h a v i o r  of  v2 a n d  ϵ .
6 0 .  Q u a n t i t i e s  C o n n e c t e d  w i t h  t h e  M o m e n t u m  I n t e g r a l .  W e w r i t e :
(27)
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E v e r y  q u a n t i t y  μ i  c o r r e s p o n d s  t o  a  s e g m e n t  τ i a n d  t o  a  v e r t i c a l  f r o n t  w i t h  
p o s i t i o n  ξi. W i t h  t h e  a i d  o f  t h e  r e l a t i o n s  i n d i c a t e d  i n  t h e  d i a g r a m  of  S e c t i o n  
5 8 ,  i t  c a n  e a s i l y  b e  p r o v e d  t h a t  μ i  i s  t h e  a l g e b r a i c  v a l u e  of  t h e  a r e a  A B C D E
c o n t a i n e d  b e t w e e n  t h e  t w o  s l o p i n g  l i n e s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  s e g m e n t  τ i 
( c o u n t i n g  A B C  p o s i t i v e  a n d  C D E  n e g a t i v e ) .  F o r  t h e  s e g m e n t  τ i - 1  i n  t h e
d i a g r a m  g i v e n  a b o v e ,  w h e r e  t h e  s i t u a t i o n  i s  s o m e w h a t  d i f f e r e n t ,  t h e  c o r r e s ­
p o n d i n g  q u a n t i t y  w o u l d  b e  t h e  a r e a  A ' B ' C ' A ,  c o u n t e d  p o s i t i v e .  T h e  q u a n ­
t i t i e s  μ i , w h i c h  t h u s  c a n  b e  p o s i t i v e  a s  w e l l  a s  n e g a t i v e ,  a r e  t h e  a n a l o g u e s  
of  t h e  q u a n t i t i e s  ωi -  ½ U2 T i c o n s i d e r e d  a t  t h e  e n d  of  S e c t i o n  5 7 .
I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  t h e  i n t e g r a l
e x t e n d e d  o v e r  a  c e r t a i n  l e n g t h  S of  t h e  y - a x i s  w i l l  b e  e q u a l  to
w h e r e  t h e  s u m  r e f e r s  t o  t h e  v a l u e s  of  μi f o r  a l l  s e g m e n t s  τ i c o n t a i n e d  i n  
S ,  w h i l e  Δ  s t a n d s  f o r  t h e  a d d i t i o n a l  p a r t s  a p p e a r i n g  a t  t h e  e n d s  of  t h e  i n t e ­
g r a t i o n  i n t e r v a l .
S i n c e  d ζ i / d t  = ζ i / t ,  f r o m  w h i c h  i t  f o l l o w s  t h a t  ζi t h e  a r e  p r o p o r ­
t i o n a l  w i t h  t ,  t h e  µ i a r e  i n d e p e n d e n t  of  t h e  t i m e .  W h e n e v e r  t w o  ξ i c o m e
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to  c o i n c i d e n c e  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v e r t i c a l  f r o n t s  m e r g e  i n t o  a  s i n g l e  
f r o n t ,  t h e  μi c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e s e  f r o n t s  a r e  a d d e d .  H e n c e  Σ μ i  d o e s  
n o t  c h a n g e .  T h i s  r e s u l t  i s  e v i d e n t l y  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  p r o p e r t y  of t h e  m o ­
m e n t u m  i n t e g r a l  m e n t i o n e d  i n  S e c t i o n  52 .
W e n o w  c o n s i d e r  t h e  m e a n  v a l u e  M  of t h e  q u a n t i t y :
w h i c h  e v i d e n t l y  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  t i m e .  I f  t h e  μ i  w o u l d  b e  c o m p l e t e l y  
i n d e p e n d e n t  of  e a c h  o t h e r ,  t h e  m e a n  v a l u e  w o u l d  r e d u c e  to :
I t  i s  p o s s i b l e ,  h o w e v e r ,  t h a t  r e l a t i o n s  e x i s t  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  μ i , s o  t h a t
t h e  m e a n  v a l u e s  μ i  μ i + k  m a y  b e  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o .  We c a n  e x p e c t  
n e v e r t h e l e s s  t h a t  t h e s e  m e a n  v a l u e s  r a p i d l y  w i l l  a p p r o a c h  z e r o  w h e n  k  i n ­
c r e a s e s .  H e n c e ,  w h e n  N i s  l a r g e ,  w e  m a y  w r i t e :
(28)
w h i c h  f o r m u l a  c o n t a i n s  t h e  p r e c e d i n g  o n e  a s  a  s p e c i a l  c a s e .
If  t h e  a r r a n g e m e n t  s h o u l d  r e t a i n  a  s t a t i s t i c a l  s i m i l a r i t y  
( w h i c h  i n  i t s e l f  i s  n o t  q u i t e  c e r t a i n ,  w e  s h a l l  s e e  a f t e r w a r d s ) ,  
a n  i m p o r t a n t  a r g u m e n t  c o u l d  b e  d e d u c e d  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  M 
i s  i n d e p e n d e n t  of  t h e  t i m e .  I f  t h e r e  w o u l d  b e  s t a t i s t i c a l  s i m i ­
l a r i t y ,  m e a n  v a l u e s  l i k e  μ 2  a n d  μ i  μ i + k  w o u l d  b e  p r o p o r t i o n a l
t o  t h e  f o u r t h  p o w e r  of  t h e  m e a n  l e n g t h  ℓ of  t h e  s e g m e n t s  τ i , 
d i v i d e d  b y  t h e  s q u a r e  of  t h e  t i m e  t .  H e n c e  M  w o u l d  b e c o m e  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  t h i r d  p o w e r  of  ℓ d i v i d e d  b y  t 2 , a n d  s i n c e  t h i s  
m u s t  b e  a  c o n s t a n t ,  i t  f o l l o w s  t h a t  ℓ m u s t  i n c r e a s e  a c c o r d i n g  to  
t h e  f o r m u l a :
(29)
A s  ω,  ω *,  ω  w o u l d  b e  c o n s t a n t s ,  i t  f u r t h e r  f o l l o w s  f r o m  E q s .  (25 )  
a n d  (26)  t h a t :
(30)
- 1 3 5 -
T h e s e  r e s u l t s  w o u l d  b e  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h o s e  o b t a i n e d  
i n  S e c t i o n s  56  a n d  57 f o r  t h e  p r e c e d i n g  t y p e  of  s o l u t i o n s  ( s e e  
E q s .  17 a n d  20) .
E v e n  i f  t h e r e  s h o u l d  b e  s i m i l a r i t y ,  t h e  a r g u m e n t  w o u l d
b r e a k  d o w n  i f  M  w o u l d  b e  z e r o .  T h i s  c a n  o c c u r  w h e r e  t h e r e
e x i s t  c e r t a i n  r e l a t i o n s  b e t w e e n  t h e  m e a n  v a l u e s  µ iµ i+k a n d  
μ 2 , of  s u c h  n a t u r e  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  of ( Σ μ i + k ) 2  w o u l d  n o t
i n c r e a s e  p r o p o r t i o n a l l y  w i t h  N ,  b u t  a t  a  s l o w e r  r a t e  o r  w o u l d  
a p p r o a c h  t o  a  c o n s t a n t  v a l u e .
W i t h  r e f e r e n c e  t o  t h i s  p o i n t ,  i t  i s  of  i m p o r t a n c e  t o  m e n ­
t i o n  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  w e  h a v e  b e e n  c o n s i d e r i n g  c a n  b e  o b t a i n e d  
f r o m  a n  i n i t i a l  s t a t e  i n  w h i c h  a  s e r i e s  of  c o n c e n t r a t e d  i m p u l s e s ,  
e a c h  of  a  f i n i t e  i n t e g r a t e d  m a g n i t u d e  A m , i s  i n t r o d u c e d  a t  a n  
i n f i n i t e  s e r i e s  o f  p o i n t s  of  t h e  y - a x i s ,  a r b i t r a r i l y  s p a c e d ,  b u t  
s o  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  i s  s t a t i s t i c a l l y  h o m o g e n e o u s .  T h e  
Am c a n  b e  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e  a n d  f o l l o w  e a c h  o t h e r  a t  r a n d o m ,  
w h i l e  t h e  m e a n  v a l u e  of t h e  A m o v e r  a n y  l a r g e  d o m a i n  of  t h e  
y - a x i s  s h a l l  b e  z e r o .  I t  c a n  t h e n  b e  p r o v e d  t h a t  t h e  μi  a r e  
e i t h e r  e q u a l  t o  c e r t a i n  A m  o r  a r e  e q u a l  t o  s u m s  of  c o n s e c u t i v e  
A  ( i n  c o n s e q u e n c e  of  t h e  m e r g i n g  t o g e t h e r  of  c o n s e c u t i v e  i m ­
p u l s e s ) ,  s o  t h a t  Σ μ i + k  o v e r  a n y  l e n g t h  S of  t h e  y - a x i s  i s  e q u a l
t o  Σ Α m f o r  t h e  s a m e  l e n g t h .  H e n c e  i f  t h e  r a n d o m  d i s t r i b u t i o n  
of  t h e  A m  i s  s u b j e c t e d  t o  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  of
(Σ A m ) 2 w i l l  n o t  i n c r e a s e  p r o p o r t i o n a l l y  w i t h  t h e  l e n g t h  S,  b u t  
i n c r e a s e s  a t  a  s l o w e r  r a t e  o r  a p p r o a c h e s  t o  a  c o n s t a n t  v a l u e ,  
t h e  s a m e  p r o p e r t y  w i l l  a p p l y  t o  (Σ μ i + k ) 2 .  S u c h  a r r a n g e m e n t s
c a n  b e  o b t a i n e d  b y  c h o o s i n g  a  p a r t i c u l a r  r u l e  f o r  d e t e r m i n i n g  
t h e  m a g n i t u d e s  of t h e  A m .
I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  w e  s h a l l  s e e  t h a t  M i s  c o n n e c t e d  w i t h  a n  i m p o r t a n t  
i n v a r i a n t  r e f e r r i n g  t o  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s .
61 .  C o r r e l a t i o n s  F o r  t h e  t y p e  of  s o l u t i o n s  w e  a r e  c o n s i d e r i n g  n o w ,  
t h e  E u l e r i a n  s p a c e  c o r r e l a t i o n  v (y )  v ( y  +  η) c a n  b e  o b t a i n e d ,  f o r  w h i c h  w e  
s h a l l  w r i t e  v 1 v 2.  A n o t h e r  i m p o r t a n t  E u l e r i a n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  i s
[ ν ( y ) ]2 v ( y  + η), t o  b e  w r i t t e n  v12v2. I t  w i l l  b e  e v i d e n t  t h a t  v 1 v 2 i s  a  s y m ­
m e t r i c  f u n c t i o n  of  η,  h a v i n g  i t s  m a x i m u m  a t  η = 0,  w h e r e a s  
2v 1 2 v 2 i s  a n  o d d  f u n c t i o n  of  η ,  w h i c h  i s  z e r o  f o r  η  = 0 . W e  h a v e
v12v2 = -  v 1 v 2 2 . T h e  f u n c t i o n  v 1 v 2  a n d  v12v2 b o t h  d e c r e a s e  t o  z e r o  w h e n  
2
η b e c o m e s  l a r g e .  I t  i s  u n d e r s t o o d  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e s  r e f e r  t o  a  p a r t i c u l a r  
i n s t a n t .  B o t h  q u a n t i t i e s ,  t h e r e f o r e ,  a r e  f u n c t i o n s  of  t h e  t i m e .
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S t a r t i n g  f r o m  E q .  ( 1), t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  c a n  b e  f o r m e d  [ w h e r e  
v1 = v(y)  ; v 2  = v ( y  + η ) ]  :
W h e n  m e a n  v a l u e s  a r e  t a k e n  f r o m  b o t h  s i d e s ,  w e  o b t a i n  ( a c c o r d i n g  to  a  w e l l  
k n o w n  p r o c e d u r e ) :
(31)
T h i s  e q u a t i o n  i s  t h e  a n a l o g u e  o f  t h e  i m p o r t a n t  e q u a t i o n  of  v o n  K a r m a n  
a n d  H o w a r t h  f o r  h y d r o d y n a m i c  t u r b u l e n c e .  I t  h a s  a n  i m p o r t a n t  p l a c e  i n  
i n v e s t i g a t i o n s  o n  t h e  s t a t i s t i c a l  b e h a v i o r  of  t h e  s o l u t i o n s  w e  a r e  c o n s i d e r ­
i n g .  I f  w e  c o n s i d e r  n o t  t o o  s m a l l  v a l u e s  of  η, t h e  t e r m  w i t h  ν c a n  b e  
d i s c a r d e d .
I n t e g r a t i n g  (31 )  w i t h  r e s p e c t  t o  η f r o m  0 t o  ~  w e  f i n d :
(32)
w h e r e
( 3 2 a )
T h e  q u a n t i t y  J  i s  t h e  a n a l o g u e  of  L o i t s i a n s k y ' s  i n v a r i a n t  i n  h y d r o d y n a m i c  
t u r b u l e n c e .
T o  o b t a i n  t h e  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  t h i s  i n v a r i a n t  a n d  t h e  q u a n t i t y  M 
of  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n ,  w e  w r i t e :
T h e  e r r o r  m a d e  b y  n e g l e c t i n g  t h e  q u a n t i t y  d e n o t e d  b y  Δ  d e c r e a s e s  t o  
z e r o  w h e n  S i s  m a d e  l a r g e r  a n d  l a r g e r .  T h e  m e a n  v a l u e  i n d i c a t e d  b y  
t h e  b a r  m u s t  b e  u n d e r s t o o d  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y :  w e  c a l c u l a t e  t h e  i n t e ­
g r a l  w i t h  v a r i o u s  s t a r t i n g  p o i n t s  y ,  k e e p i n g  S c o n s t a n t ;  t h e n  w e
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d e t e r m i n e  t h e  m e a n  v a l u e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s t a r t i n g  p o i n t .  T h e  e x p r e s s i o n  
f o r  M c a n  a l s o  be  w r i t t e n :
I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  v ( y  + y 1) v ( y  + y 2 ) r e d u c e s  t o  t h e  f u n c t i o n  v 1 v 2  w i t h  
η = y1 -  y2.  I t  i s  t h u s  e a s i l y  f o u n d  t h a t  t h e  d o u b l e  i n t e g r a t i o n  g i v e s :
62 .  S c a l e s  C o n n e c t e d  w i t h  t h e  S o l u t i o n s  u n d e r  C o n s i d e r a t i o n .  In  a l l  
i n v e s t i g a t i o n s  c o n c e r n i n g  t u r b u l e n c e  t h e  c o n c e p t  o f  c e r t a i n  s c a l e s  r e f e r r i n g  
e i t h e r  t o  t h e  m a c r o s c o p i c  a s p e c t  o r  t o  f e a t u r e s  of d e t a i l ,  p l a y s  a n  i m p o r t a n t  
p a r t .  S i m i l a r  q u a n t i t i e s  c a n  b e  f o r m e d  f o r  o u r  s o l u t i o n s  of  E q .  ( 1).
A  m a c r o s c o p i c  s c a l e  of l e n g t h  i s  g i v e n  b y  ℓ, r e p r e s e n t i n g  t h e  m e a n  
v a l u e s  τ  = λ .
A n  a v e r a g e  a m p l i t u d e  f o r  v  i s  g i v e n  b y  ℓ/ t .  M a k i n g  u s e  of  b o t h  
q u a n t i t i e s  w e  c a n  d e f i n e  a  R e y n o l d s  n u m b e r :
(33)
T h i s  s h o u l d  be  a  l a r g e  n u m b e r ;  o t h e r w i s e  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  i n v o l v i n g  
e i t h e r  t h e  n e g l e c t  of  t h e  v i s c o s i t y  o r ,  i f  g r e a t e r  a c c u r a c y  i s  n e e d e d ,  t h e  
u s e  of  t h e  e x p r e s s i o n  ( 2 1 ) ,  w o u l d  n o t  b e  v a l i d .  I f  t h e  a r r a n g e m e n t  i n  t h e  
s y s t e m  w o u l d  r e m a i n  s t a t i s t i c a l l y  s i m i l a r  a n d  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  S e c ­
t i o n  60  c o u l d  b e  a p p l i e d ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  R e  w o u l d  i n c r e a s e  p r o p o r t i o n a l l y  
w i t h  t 1 / 3 .
A  m i c r o s c a l e  m  c a n  b e  d e f i n e d  b y  m e a n s  o f  t h e  d e v e l o p m e n t  of  
v 1 v 2 i n  p o w e r s  o f  η, w h e n  t h i s  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m : *
(34)
*I n  t h e  e x i s t i n g  l i t e r a t u r e  t h i s  m i c r o s c a l e  i s  d e n o t e d  b y  λ. W e  u s e d  
m  t o  a v o i d  c o n f u s i o n  w i t h  t h e  s e g m e n t s  λ i .
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A c c o r d i n g  t o  a  w e l l  k n o w n  f o r m u l a ,  w e  t h e n  h a v e
We i n t r o d u c e  t h e  m e a n  k i n e t i c  e n e r g y  E  = ½ v 2 a n d  t h e  m e a n  d i s s i p a t i o n  
ϵ = ν (∂ v / ∂ y ) 2 ; w e  t h e n  h a v e  t h e  e q u a t i o n :
(35)
M a k i n g  u s e  o f  E q s .  (25 )  a n d  (26)  w e  o b t a i n :
(36)
( I t  f o l l o w s  t h a t  f o r  a  s y s t e m  f o r  w h i c h  t h e  a r r a n g e m e n t  i n  t h e  l a r g e  w o u l d  
r e m a i n  s t a t i s t i c a l l y  s i m i l a r ,  w e  s h o u l d  h a v e :
T h i s  w o u l d  m e a n  t h a t  t h e r e  c o u l d  b e  n o  s i m i l a r i t y  o v e r  t h e  w h o l e  r a n g e ,  
s i n c e  ℓ/ m  w o u l d  i n c r e a s e  w i t h  t i m e . )
O n e  c a n  d e f i n e  a  R e y n o l d s  n u m b e r  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  m i c r o s c a l e  a n d  
o b t a i n :
63 .  W h e n  w e  d e v e l o p  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  v12v2 w i t h  r e s p e c t  
t o  η, i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  t e r m  of  t h e  f i r s t  d e g r e e  d i s a p p e a r s ,  i n  c o n s e  - 
q u e n c e  of t h e  f a c t  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  of  v 2  · (∂ v / ∂ y) i s  z e r o .  S i n c e  v 1 2 v 2 
i s  a n  o d d  f u n c t i o n  of  η ,  i t s  d e v e l o p m e n t  b e g i n s  w i t h  a  t e r m  i n  η 3 .
T h e  s e r i e s  f o r  t h e  t w o  f u n c t i o n s  v 1 v 2 a n d  v 1 2 v 2 c a n  b e  w r i t t e n :
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A p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  m e a n  v a l u e s  i n  t h e  r i g h t - h a n d  m e m b e r s  c a n  
be o b t a i n e d  b y  m a k i n g  u s e  of  E q .  ( 2 1 ) .  T h e  c o n t r i b u t i o n s  f r o m  t h e  u p w a r d  
s l o p i n g  s e g m e n t s  a n d  f r o m  t h e  n e a r l y  v e r t i c a l  f r o n t s  c a n  be  c a l c u l a t e d  
s e p a r a t e l y .  T h e  v a l u e s  o b t a i n e d  a r e :
u p w a r d  s l o p i n g  s e g m e n t s v e r t i c a l  f r o n t s
i t  m u s t  b e  o b s e r v e d ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e s e  f o r m u l a s  g i v e  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  
p a r t s  o n l y ,  a n d  a  m o r e  r e f i n e d  c a l c u l a t i o n  w o u l d  b r i n g  t e r m s  w i t h  s m a l l e r  
p o w e r s  of  ν i n  t h e  d e n o m i n a t o r s .
I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  t h e  o v e r - a l l  m e a n  v a l u e  of  ∂ v / ∂ y i s  z e r o ,  a s  i s  
n e c e s s a r y .  T h e  m e a n  v a l u e s  of  t h e  o t h e r  q u a n t i t i e s  a r e  p r a c t i c a l l y  g i v e n  
b y  t h e  c o n t r i b u t i o n s  f r o m  t h e  f r o n t s .  T h e  f a c t  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e  of  
(∂ v / ∂ y) i s  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o ,  i s  a n  i n d i c a t i o n  of  a  c e r t a i n  s k e w n e s s  in  
t h e  d i s t r i b u t i o n  of  v . A  s i m i l a r  s k e w n e s s  a p p e a r s  i n  h y d r o d y n a m i c  
t u r b u l e n c e .  A  " s k e w n e s s  f a c t o r "  c a n  be d e f i n e d  by:
w h i c h  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  R e ½ . T h e  l a t t e r  r e s u l t  i s  d i f f e r e n t  f r o m  w h a t  i s  
o b t a i n e d  i n  h y d r o d y n a m i c  t u r b u l e n c e ,  w h e r e  v a l u e s  o f  o r d e r  u n i t y  a r e  f o u n d  
( B a t c h e l o r  g i v e s :  -  0 . 3 9 ;  c o m p a r e  C h a p t e r  IV ,  S e c t i o n  21) .  T h e  c o n c e n t r a ­
t i o n  of  t h e  g r a d i e n t  of  v  i n  t h e  m o d e l  s y s t e m ,  w h i c h  i s  n o t  s u b j e c t e d  t o  a n y
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e q u a t i o n  of c o n t i n u i t y ,  i s  m u c h  l a r g e r  t h a n  t h e  c o n c e n t r a t i o n  of  v o r t i c i t y  in  
t h e  v o r t e x  s h e e t s  b e t w e e n  e d d i e s  i n  a c t u a l  t u r b u l e n c e .  T h e  s e r i e s  f o r  t h e  
c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  n o w  t a k e s  t h e  f o r m :
Wh e n  t h e s e  r e s u l t s ,  w h i c h  a r e  a p p l i c a b l e  o n l y  f o r  v e r y  s m a l l  v a l u e s  of η, 
a r e  s u b s t i t u t e d  i n t o  (31)  a n d  t e r m s  i n d e p e n d e n t  of η a r e  c o m p a r e d ,  we 
o b t a i n :
w h i c h  i s  t h e  s a m e  a s  E q.  (34 )  ( c o m p a r e  E q .  (26 )  f o r  ϵ ). C o m p a r i s o n  of 
t e r m s  in  η2 d o e s  n o t  l e a d  to  a  u s e f u l  r e s u l t ,  s i n c e  t h e  t e r m s  w i t h  τ5
s h o u l d  b e  c o m p l e t e d  w i t h  o t h e r  t e r m s ,  f o r  w h i c h  n o  e x p r e s s i o n  h a s  
b e e n  o b t a i n e d . ( In  c u r r e n t  t u r b u l e n c e  t h e o r y  t h e  c o m p a r i s o n  of t h e  t e r m s  
i n  η2 i s  u s e d  f o r  d i s c u s s i n g  t h e  d e c a y  of  v o r t i c i t y ,  b u t  a l s o  h e r e  i n  a  
q u a l i t a t i v e  w a y  o n l y ,  s i n c e  d e t a i l e d  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  q u a n t i t i e s  a p p e a r ­
in g  i n  t h e  e q u a t i o n s  a r e  u n k n o w n . )
E x p r e s s i o n s  f o r  t h e  C o r r e l a t i o n  F u n c t i o n s  v 1 v 2 a n d  v 1 2 v 2
64 .  F o r  f u r t h e r  d i s c u s s i o n  of  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  of t h e  s o l u ­
t i o n s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s
v 1 v 2 a n d  v 1 2 v 2 a n d  t h e i r  f i r s t  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  η. T h i s  w i l l  
a l s o  b r i n g  u s  t o  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  t o  b e  s a t i s f i e d  b y  t h e  a r r a n g e m e n t  of 
t h e  s e g m e n t s  τ i a n d  λ i . S i n c e  i n  c o n s t r u c t i n g  t h e  f o r m u l a s  i t  i s  n e c e s ­
s a r y  t o  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  v a r i o u s  c a s e s ,  t h e  f u l l  m a t h e m a t i c a l  d e d u c t i o n  
i s  r a t h e r  i n v o l v e d .  T h e  m o s t  s i m p l e  c a s e  i s  p r e s e n t e d  by  ∂ (v 1 v 2) / ∂ η a n d  
i f  w e  c o n t e n t  o u r s e l v e s  w i t h  a  l e s s  r i g o r o u s  d e d u c t i o n ,  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  
t h i s  q u a n t i t y  c a n  b e  o b t a i n e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y  
W e s t a r t  t h e  r e l a t i o n :
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A l o n g  t h e  u p w a r d  s l o p i n g  s e g m e n t s  o f  t h e  c u r v e  f o r  v  t h e  d e r i v a t i v e  ∂ v / ∂y 
h a s  t h e  c o n s t a n t  v a l u e  l / t .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  c o n t r i b u t i o n  of  t h e s e  s e g m e n t s  
t o  t h e  d e s i r e d  m e a n  v a l u e  i s  g i v e n  b y  v / t ,  w h i c h  i s  z e r o .  I n  t h e  n e a r l y  
v e r t i c a l  f r o n t s  ∂v / ∂ y a s s u m e s  l a r g e  n e g a t i v e  v a l u e s ,  t h e  i n t e g r a t e d  a m o u n t  
f o r  a n y  p a r t i c u l a r  f r o n t  b e i n g  e q u a l  t o  -  τ i / t .  T h e  v a l u e  o f  v  t o  be  m u l t i ­
p l i e d  w i t h  t h i s  q u a n t i t y  i s  g i v e n  b y
i f  η o r  m o r e  g e n e r a l l y  by
if  η s h o u l d  e x c e e d  t h e  c o m b i n e d  l e n g t h  of  t h e  k  s e g m e n t s
w h e r e  k  c a n  b e  a n y  n u m b e r  f r o m  1 u p w a r d .
S i n c e  a l l  t h e s e  c a s e s  c a n  o c c u r ,  t h e  m e a n  v a l u e  of  v ( y  -  η )  · (∂ v / ∂ y )  i s  o b ­
t a i n e d  a s  t h e  m e a n  w i t h  r e s p e c t  t o  y  of  t h e  e x p r e s s i o n :
w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  g k  ( w h i c h  a r e  f u n c t i o n s  o f  η )  s p e c i f y  t h e  p r o b a b i l i t y  
t h a t  η w i l l  e x c e e d  t h e  s u m  of  k  c o n s e c u t i v e  s e g m e n t s .  We f i r s t  t a k e  t h e  
m e a n  v a l u e  w i t h  r e s p e c t  t o  i a n d  a f t e r w a r d s  d i v i d e  by  ℓ i n  o r d e r  t o  o b t a i n  
t h e  m e a n  w i t h  r e s p e c t  t o  y .  T h e  m e a n  v a l u e  of  τ i i s  ℓ ; t h a t  of  τ iζi i s  
z e r o ;  a n d  w e  f i n d :
(37)
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T o  o b t a i n  t h e  gk  w e  i n t r o d u c e  a  s e t  of d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s  f k . T h e  
f i r s t  o n e ,  f 1 , of  t h e s e  f u n c t i o n s  g i v e s  t h e  d i s t r i b u t i o n  of  t h e  p o s s i b l e  v a l u e s  
of t h e  l e n g t h  λi of a  s i n g l e  s e g m e n t .  T h e  s e c o n d  o n e ,  f 2 , g i v e s  t h e  d i s t r i ­
b u t i o n  of  t h e  c o m b i n e d  l e n g t h  of  t w o  c o n s e c u t i v e  s e g m e n t s ,  s a y  λ i+1 + λ i+2;
a n d  f k  g i v e s  t h e  d i s t r i b u t i o n  of t h e  c o m b i n e d  l e n g t h  of  k  c o n s e c u t i v e  s e g ­
m e n t s .  T h e  f u n c t i o n s  gk  a r e  t h e  i n t e g r a l s  of  t h e  fk :
A  m o r e  r i g o r o u s  d e d u c t i o n ,  p a y i n g  a t t e n t i o n  t o  d e t a i l s ,  i s  g i v e n  i n  
P r o c .  N e t h e r l .  A c a d .  S c i e n c e s ,  A m s t e r d a m  5 3 ,  p . 3 9 3 ,  1 9 5 0 .  T h e r e  t h e  
e x p r e s s i o n  f o r  v1v2 i s  d e d u c e d  f i r s t ,  i n  o r d e r  t o  e l i m i n a t e  d i f f i c u l t i e s  
c o n c e r n i n g  d e r i v a t i v e s ;  t h e  e x p r e s s i o n s  o b t a i n e d  h a v e  b e e n  w r i t t e n  i n  s u c h  
a  f o r m  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  t a k e  a c c o u n t  of  c o r r e l a t i o n s  w h i c h  m i g h t  e x i s t
b e t w e e n  t h e  v a l u e s  of a n d  t h e  d i s t a n c e s
65 .  We m u s t  e x p e c t  t h a t  a l l  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  a n d  t h u s  a l s o  (37)  
w i l l  b e c o m e  z e r o  f o r  i n f i n i t e  v a l u e s  of  η. A  v e r i f i c a t i o n  of  t h i s  p r o p e r t y  
r e v e a l s  t h a t  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  m u s t  b e  f u l f i l l e d  b y  t h e  a r r a n g e m e n t  of the  
τ i a n d  λ i . W e w r i t e :
T h e  ωk ( w i t h  k  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o )  w i l l  be  z e r o  i f  t h e r e  a r e  n o  c o r r e l a ­
t i o n s  b e t w e e n  c o n s e c u t i v e  τ i . T h e y  m a y  be  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o  i f  t h e r e  
e x i s t  s u c h  r e l a t i o n s ,  b u t  n e v e r t h e l e s s  w e  c a n  e x p e c t  t h a t  ωk t h e  w i l l  
v a n i s h  f o r  l a r g e  k .  S i n c e  f o r  a  l a r g e  v a l u e  of  η a l l  g k  w i t h  k  s m a l l  
c o m p a r e d  w i t h  η / ℓ w i l l  b e  p r a c t i c a l l y  e q u a l  t o  u n i t y ,  w e  f i n d :
T h e  s e c o n d  s u m  i s  i n d e p e n d e n t  of  η .  C o n c e r n i n g  t h e  f i r s t  s u m ,  w e  o b ­
s e r v e  t h a t  w e  c a n  a s s u m e :
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I n d e e d ,  Σ f k ( λ )  d λ  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t o  f i n d  a  v e r t i c a l  f r o n t  a t  a  p o i n t  ξi+k
w i t h  a r b i t r a r y  k ,  s a t i s f y i n g  ξi + λ < ξ i + k  < ξ i  + λ  + d λ . T h i s  p r o b a b i l i t y
m u s t  b e c o m e  i n d e p e n d e n t  of  λ  w h e n  λ  i s  l a r g e  e n o u g h ,  p r o v i d e d  t h e r e  i s  
s u f f i c i e n t  r a n d o m n e s s  i n  t h e  a r r a n g e m e n t  of t h e  λ i . I t  w i l l t h e n  b e  e q u a l  
t o  d λ / ℓ . I t  f o l l o w s  t h a t :
T h i s  p r o v e s  t h a t  (37 )  b e c o m e s  i n d e p e n d e n t  of  η f o r  l a r g e  η. I t  d o e s  n o t  
p r o v e  t h a t  (37)  w i l l  b e c o m e  z e r o ;  f o r  t h i s  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t :
(38)
T h e  c o n d i t i o n  (38 )  i s  n o t  f u l f u l l e d  w h e n  we t a k e  a l l  τ i a n d  λi t o  be 
c o m p l e t e l y  i n d e p e n d e n t  of  e a c h  o t h e r  a n d  t o  b e  s u b j e c t e d  t o  n o  o t h e r  c o n d i ­
t i o n  t h a n  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e s  τ  a n d  λ  s h a l l  b e  e q u a l  t o  ℓ . F o r  i n s t a n c e ,  
i f  w e  t a k e  t h e  s i m p l e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n :
w h i c h ,  w i t h  c o m p l e t e  i n d e p e n d e n c e  of  t h e  λ i , l e a d s  to :
w e  f i n d :
a n d
F u r t h e r m o r e ,  c o m p l e t e  m u t u a l  i n d e p e n d e n c e  of  t h e  τ i g i v e s  ωk  = 0 f o r  a l l  
k  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o .  E q u a t i o n  (37 )  i n  t h i s  c a s e  b e c o m e s :
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T h e  r e s u l t  a r r i v e d  a t  i s  u n d e r s t a n d a b l e  i f  w e  o b s e r v e  t h a t  w i t h  c o m ­
p l e t e l y  i n d e p e n d e n t  τ i a n d  λ i  t h e  c u r v e  f o r  v  b e c o m e s  of  a  t y p e  a s  i s  f o u n d  
i n  p r o b l e m s  of  t h e  " r a n d o m  w a l k " ,  w i t h  a r b i t r a r y  p o s i t i v e  s t e p s  ( λ i / t )  a l t e r ­
n a t i n g  w i t h  a r b i t r a r y  n e g a t i v e  s t e p s  ( τ i / t ) .  I t  i s  k n o w n  t h a t  i n  s u c h  a  c a s e  t h e
m e a n  s q u a r e  d i f f e r e n c e  (v 1  -  v 2 ) 2 b e t w e e n  t h e  v a l u e s  of  v  a t  t w o  p o i n t s  a
l a r g e  d i s t a n c e  η a p a r t ,  i n c r e a s e s  l i n e a r l y  w i t h  η .  I n d e e d ,  w e  r o u g h l y  h a v e :
w h e r e  N = l a r g e s t  i n t e g e r  i n  η / ℓ ; an t i  w i t h  c o m p l e t e  i n d e p e n d e n c e :
S i n c e i t  f o l l o w s  t h a t :
T h e  r e s u l t  o b t a i n e d  a b o v e  i s  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h i s  f o r m u l a ,  s i n c e  w e  f i n d  
λ  = 2ℓ2 w i t h  t h e  e x p r e s s i o n  t a k e n  f o r  f 1 .
I t  f o l l o w s  t h a t  w e  m u s t  r e q u i r e  t h a t  t h e  a r r a n g e m e n t  of  t h e  τ i a n d  λ i  
s h a l l  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n :
( 3 8 a )
I t  c a n  b e  e x p e c t e d  t h a t  t h i s  c o n d i t i o n  w i l l  be  c o n n e c t e d  i n  s o m e  w a y  
w i t h  ( 3 8 ) .  A  g e n e r a l  a n a l y s i s  of  t h e  c o n n e c t i o n  h a s  n o t  b e e n  m a d e ,  b u t  a  
p a r t i c u l a r  w a y  to  s a t i s f y  (38 )  i s  t o  r e q u i r e  t h a t  t h e  τ i  a n d  λ i  s e p a r a t e l y  
s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s :
- 1 4 5 -
T h e  f i r s t  on e  l e a d s  to :
T h e  s e c o n d  o n e  l e a d s  t o  a  s i m i l a r  r e l a t i o n  f o r  t h e  λ i . H o w e v e r ,  w h e n  a n  
a d d i t i o n a l  s u p p o s i t i o n  i s  m a d e  i t  c a n  a l s o  l e a d  to :
I n  t h a t  w a y  (38 )  w o u l d  b e  f u l f i l l e d .
A  f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n  i s  d e s i r a b l e .  T h e r e  m a y  b e  a l s o  a  c o n n e c t i o n  
w i t h  t h e  p r o b l e m  w h e t h e r  J  w i l l  b e  z e r o  u n d e r  c e r t a i n  c i r c u m s t a n c e s .
66 .  T h e  c o m p l e t e  e x p r e s s i o n s  f o r a n d v a l i d  f o r
v a l u e s  of  η l a r g e  c o m p a r e d  w i t h  v t / ℓ , a r e :
(39)
(40)
w h e r e  t h e  f u n c t i o n s a r e  d e f i n e d  by:
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T h e  a s t e r i s k  a t  t h e  m e a n  v a l u e  s i g n s  i n d i c a t e s  t h a t ,  i f  n e c e s s a r y ,  t h e  m e a n  
v a l u e s  s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d  a s  f u n c t i o n s  of  t h e  d i s t a n c e  λ  =
I t  s h o u l d  a l w a y s  b e  k e p t  i n  m i n d  t h a t  a l l  m e a n  v a l u e s  i n t r o d u c e d  i n  
t h e s e  f o r m u l a s  a r e  f u n c t i o n s  of  t h e  t i m e .
S i n c e  t h e  l o w e r  l i m i t  s e t  t o  t h e  v a l u e  of  η i s  v e r y  s m a l l ,  i t  i s  p o s s i b l e  
t o  d e f i n e  a  d o m a i n  i n  w h i c h  t h e  f o r m u l a s  c a n  b e  d e v e l o p e d  i n t o  s e r i e s  a c c o r d ­
i n g  t o  p o w e r s  of  η.  T h e  f i r s t  f e w  t e r m s  of  t h e s e  s e r i e s  c a n  b e  w r i t t e n :
(41 )
(42)
w h e r e  f o i s  t h e  l i m i t i n g  v a l u e  of  f 1( λ i ) f o r  λ i  →  0 ,  w h i l e  t h e  a s t e r i s k  n o w
m e a n s  t h a t ,  p r o p e r l y  s p e a k i n g ,  t h e  m e a n  v a l u e s  s h o u l d  b e  c a l c u l a t e d  f o r  
λi = 0.  ( T h e  f a c t  t h a t  t h e s e  f o r m u l a s  a r e  n o t  e v e n  f u n c t i o n s  of  η i s  c o n ­
n e c t e d  w i t h  t h e  c i r c u m s t a n c e  t h a t  t h e y  a r e  n o t  v a l i d  f o r  v e r y  s m a l l  v a l u e s  
of  η ;  t h e y  c a n n o t  b e  c o n t i n u e d  a n a l y t i c a l l y  t o  0 o r  t h r o u g h  0.  )
T h e  e x p r e s s i o n s  c a n  b e  s u b s t i t u t e d  i n t o  ( 3 1 ) ,  f r o m  w h i c h  t h e  t e r m  
m u l t i p l i e d  b y  t h e  v i s c o s i t y  ν m u s t  be  o m i t t e d .  C o m p a r i s o n  of  t h e  t e r m s  
i n d e p e n d e n t  of η o n  b o t h  s i d e s  b r i n g s  u s  b a c k  t o  t h e  o r d i n a r y  d i s s i p a t i o n  
e q u a t i o n ;  t h i s  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  a  f i r s t  c h e c k  o n  o u r  r e s u l t s .
C o m p a r i s o n  of t h e  t e r m s  of  t h e  f i r s t  d e g r e e  i n  η l e a d s  to :
(43)
T h i s  e q u a t i o n  c a n  a l s o  b e  o b t a i n e d  b y  m e a n s  of a  d i r e c t  c a l c u l a t i o n .  I t  w i l l
be  e v i d e n t  t h a t  t h e  f i r s t  t e r m  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  i m m e d i a t e l y  c o n -
n e c t e d  w i t h  t h e  p r e s e n c e  of  t 2 i n  t h e  d e n o m i n a t o r  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e .  To 
o b t a i n  t h e  s e c o n d  t e r m  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  m u l t i p l y  b y  t h e  c o n s t a n t  l e n g t h  
S = N · ℓ; w e  t h e n  h a v e :
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N o w i n c r e a s e s  w h e n e v e r  t w o  c o n s e c u t i v e  f r o n t s  m e r g e ,  w i t h  a n  a m o u n t
T h e  f r e q u e n c y  of  t h i s  o c c u r r e n c e  i s  g i v e n  b y  t h e  n u m b e r  of  s e g ­
m e n t s w h i c h  b e c o m e  z e r o  i n  u n i t  t i m e ;  t h i s  i s  g i v e n  b y
w h e r e f o r g o i n g  t o  z e r o ,  h a s  t h e  v a l u e ( c o m ­
p a r e  t h e  e x p r e s s i o n  f o r g i v e n  i n  S e c t i o n  5 8 ,  p . 131) .  H e n c e  w e  o b ­
t a i n :
w h i c h ,  a f t e r  d i v i s i o n  b y  S = N · ℓ e x p l a i n s  t h e  s e c o n d  t e r m  of  t h e  e q u a t i o n .  
I t  i s  g r a t i f y i n g  t h a t  t h i s  c o m e s  o u t  s o  w e l l ,  f o r  i t  p r o v i d e s  a n o t h e r  c h e c k  on  
t h e  c a l c u l a t i o n s  l e a d i n g  t o  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  v 1 v 2 a n d  v 1 2 v 2 a n d  o n  t h e  
r u l e s  f o r  t h e  m e r g i n g  t o g e t h e r  of  v e r t i c a l  f r o n t s .
6 7 .  A n  O b j e c t i o n  A g a i n s t  t h e  A p p l i c a b i l i t y  of  t h e  S i m i l a r i t y  
H y p o t h e s i s  t o  t h e  S o l u t i o n s  C o n s i d e r e d  H e r e .  T h e  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  f o r  
t h e  f r e q u e n c y  of  m e r g i n g  of  v e r t i c a l  f r o n t s  c a n  be  a p p l i e d  t o  o b t a i n  s o m e  
f u r t h e r  r e s u l t s .  T h e  d e c r e a s e  of  t h e  a v e r a g e  n u m b e r  of  s e g m e n t s  c o n t a i n e d  
in  a  l a r g e  l e n g t h  S a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n c r e a s e  of t h e  a v e r a g e  l e n g t h  ℓ 
of  t h e  s e g m e n t s  a r e  g i v e n  by :
(44)
I t i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  c h e c k  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  d v 2 / d t ;  t o  c h e c k  t h e  i n v a r i ­
a n c e  of  J ;  a n d  to  f i n d  t h e  v a l u e  of  d ϵ / d t .
M o r e  i m p o r t a n t  i s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a ,  d e d u c e d  f r o m  (43)  a n d  (44):
T h e  q u a n t i t y  b e t w e e n  b r a c k e t s  on  th e  l e f t - h a n d  s i d e  i s  d i m e n s i o n l e s s ;  i t s  
v a l u e  h a s  b e e n  d e n o t e d  by  1 + ω . I t  s h o u l d  b e  a  c o n s t a n t  i f  t h e  a r r a n g e m e n t
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w o u l d r e t a i n  s t a t i s t i c a l  s i m i l a r i t y .  H o w e v e r ,  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  s e e  h o w  t h e  
r i g h t - h a n d  m e m b e r  of  t h e  e q u a t i o n  c a n  b e c o m e  z e r o  u n l e s s  t h e  τ i  h a v e  to  
s a t i s f y  r a t h e r  i m p r o b a b l e  c o n d i t i o n s .  I f  w e  s u p p o s e  t h a t  t h e  m e a n  v a l u e s
t o  b e  u s e d  h e r e  a r e  n o t  d i f f e r e n t  f r o m  o r d i n a r y  m e a n  v a l u e s  w i t h o u t  t h e  
a s t e r i s k  ( i . e . ,  f o r  λi d i f f e r e n t  f r o m  z e r o )  a n d  i f  f u r t h e r  w e  s u p p o s e  t h a t  
c o n s e c u t i v e  a r e  a p p r o x i m a t e l y  i n d e p e n d e n t ,  w e  f i n d :
T h i s  w o u l d  p o i n t  t o  a  c o n t i n u o u s  i n c r e a s e  w i t h  t i m e  of  1 + ω , w h i c h  i s  c o m ­
p l e t e l y  d i f f e r e n t  f r o m  a n y  a p p r o a c h  t o  a n  a r r a n g e m e n t  w h i c h  w i l l  r e m a i n  
s t a t i s t i c a l l y  s i m i l a r  t o  i t s e l f .
T h e  r e s u l t  i s  d u e  t o  t h e  c i r c u m s t a n c e  t h a t  t h e  e q u a t i o n  f o r  d λ i / d t ,  
o b t a i n e d  i n  S e c t i o n  5 8 ,  g i v e s  a  b i g  c h a n c e  f o r  s h r i n k i n g  t o  z e r o  t o  t h o s e  
s e g m e n t s  λ i , f o r  w h i c h  e i t h e r  τ i o r  τ i - 1  i s  l a r g e .  O n  t h e  w h o l e ,  t h e r e ­
f o r e ,  w h e r e v e r  w e  f i n d  l a r g e  τ i , t h e r e  i s  a  g o o d  c h a n c e  t h a t  t h e s e  w i l l  
q u i c k l y  c o m b i n e  w i t h  o t h e r  τ ' s t o  f o r m  l a r g e r  a n d  l a r g e r  τ ' s . S i n c e  s m a l l  
τ i  w i l l  n o t  c o m b i n e  a t  t h e  s a m e  r a t e ,  t h e r e  i s  t e n d e n c y  t o w a r d s  a  g r e a t e r  
s p r e a d i n g  o f  v a l u e s .  Of  c o u r s e ,  s u c h  a  q u a l i t a t i v e  a r g u m e n t  i s  n o t  s u f ­
f i c i e n t  t o  s e t t l e  t h e  p r o b l e m ,  s i n c e  t h e r e  i s  a  c o m p l i c a t e d  i n t e r p l a y  b e t w e e n
t h e  τ i a n d  t h e  λ i , a n d  i t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t h a t  t h e  v a l u e  of  fo m a y  d e c r e a s e .  
A t t e m p t s  h a v e  b e e n  m a d e  t o  f o r m u l a t e  t h e  p r o b l e m  i n  t e r m s  of  a  d i s t r i b u ­
t i o n  f u n c t i o n  a n d  a  B o l t z m a n n  e q u a t i o n ,  b u t  t h e s e  a t t e m p t s  s o  f a r  h a v e  n o t  
b e e n  s u c c e s s f u l .
I t  m a y  b e  of  i n t e r e s t  t o  m e n t i o n  t h a t  t h e  l a w s  of  m o t i o n  of 
t h e  v e r t i c a l  f r o n t s  of  t h e s e  s o l u t i o n s  c a n  b e  i l l u s t r a t e d  w i t h  t h e  
a i d  of  a  m o l e c u l a r  a n a l o g u e  i n  w h i c h  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  m o l e c u l e s  
m o v e  a l o n g  a  l i n e  of i n f i n i t e  e x t e n t  a n d  t h a t  t h e y  c o m b i n e  w h e n e v e r  
t h e r e  i s  a  c o l l i s i o n .  W e  d e n o t e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m o l e c u l e s  
b y  ξi; t h e  v e l o c i t i e s  b y  d ξ i / d t  = d ζ i / d t  = ζ i / t ;
t h e  m a s s e s  b y  τ i ; a n d  t h e  m o m e n t a  b y  τ i ζ i / t . A t  e v e r y  c o l ­
l i s i o n  m a s s e s  a n d m o m e n t a  a r e  a d d e d ;  k i n e t i c  e n e r g y  i s  l o s t .
T h e  l a w s  of  m o t i o n  f o r  t h e  m o l e c u l e s  t h e n  c o n f o r m  t o  t h o s e  o f  t h e  
f r o n t s .  T h e  n u m b e r  of  m o l e c u l e s  i n  e v e r y  f i n i t e  d o m a i n  of  t h e  
l i n e  on  w h i c h  t h e y  a r e  m o v i n g  d e c r e a s e s  c o n t i n u a l l y ;  h o w e v e r ,  
w h e n  t h e  d o m a i n  i s  i n f i n i t e ,  s t a t i s t i c a l  c o n s i d e r a t i o n s  s t i l l  c a n  b e  
a p p l i e d ,  a n d  i t  w o u l d  be  p o s s i b l e  t o  a s k  w h e t h e r  t h e r e  m i g h t  b e  a n  
a p p r o a c h  t o  a  d e f i n i t e  p a t t e r n  of  m a s s  d i s t r i b u t i o n .
F o r  s u c h  a  m o l e c u l a r  s y s t e m  o u r  r e s u l t  w o u l d  b e  t h a t  n o  
d e f i n i t e  p a t t e r n  w o u l d  b e  a p p r o a c h e d ,  b u t  t h a t  o n  t h e  c o n t r a r y  
a l s o  h e r e  t h e r e  w o u l d  b e  f o u n d  a  t e n d e n c y  t o w a r d s  i n c r e a s e d  
s p r e a d i n g .
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68 .  C o r r e c t i o n  of  F o r m u l a  (39)  t o  M a k e  i t  V a l i d  f o r  V e r y  S m a l l  
V a l u e s  of  η.  I n  t h e  d e d u c t i o n  of  f o r m .  (37 )  t h e  f r o n t s  h a d  b e e n  t r e a t e d  a s  i f  
t h e  v e r t i c a l  s l o p e  d i d  n o t  o c c u p y  a  f i n i t e  l e n g t h  of  t h e  y - a x i s ,  b u t  w a s  of  
i n f i n i t e  s t e e p n e s s .  T h e  s a m e  s u p p o s i t i o n  w a s  u s e d  i n  t h e  d e d u c t i o n  of  f o r m u ­
l a s  (39)  a n d  ( 4 0 ) ,  t o  w h i c h  r e f e r e n c e  w a s  m a d e .  M o r e  a c c u r a t e  e x p r e s s i o n s  
c a n  b e  o b t a i n e d  w h e n  u s e  i s  m a d e  of  f o r m u l a  (8) f o r  t h e  c o u r s e  of  v  a t  a  
s t e e p  f r o n t ,  o r  of  i t s  e q u i v a l e n t ,  f o r m u l a  ( 2 1 ) .  T h e  i n t e g r a l  of  v 1 v 2 ( i n  
w h i c h  η i s  s u p p o s e d  to  b e  of  t h e  o r d e r  ν t / τ i ) i s  c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  a i d  of 
t h i s  e x p r e s s i o n  o v e r  a n  i n t e r v a l  of  t h e  y - a x i s  e x t e n d i n g  t o  b o t h  s i d e s  of  t h e  
f r o n t  a t  ξ i , a n d  h a v i n g  a  l e n g t h  o f  n o r m a l  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  b u t  n o t  i n c l u d ­
i n g  a n y  n e i g h b o r i n g  f r o n t .  T h e  d i f f e r e n c e  of  t h e  r e s u l t  o b t a i n e d  w i t h  a  f i n i t e  
( t h o u g h  s m a l l )  v a l u e  of  V a n d  t h e  l i m i t  f o r  ν  = 0 g i v e s  t h e  c o r r e c t i o n  c o n ­
n e c t e d  w i t h  t h e  p a r t i c u l a r  f r o n t  c o n s i d e r e d .  T h i s  c o r r e c t i o n  a p p e a r s  t o  b e :
T h e  c o r r e c t i o n  t o  be  a p p l i e d  t o  (39 )  i s  t h e  m e a n  v a l u e  of  t h i s  e x p r e s s i o n :
F o r  v a l u e s  of  η s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  4 ν t / ℓ w e  m a y  e v e n  d e v e l o p  
t h e  h y p e r b o l i c  c o t a n g e n t  f u n c t i o n ,  w h i c h  g i v e s :
In  t h i s  w a y  i t  i s  s e e n  t h a t  t h e r e  i s  a l s o  a  s m a l l  c o r r e c t i o n  t o  t h e  v a l u e  
of  v 2 g i v e n  i n  (25 ) .  T h e  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  f o r  v 1 v 2 , i n  t h e  d o m a i n  
| η |  < <  4 ν  t / ℓ, i s :
(45)
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T h e  t e r m  w i t h  η2 i n  (39)  a n d  th e  t e r m s  d e p e n d i n g  o n  t h e  f u n c t i o n s  φk
a n d  Xk h a v e  b e e n  o m i t t e d ,  s i n c e ,  f o r  t h e  v a l u e s  of  η c o n s i d e r e d  h e r e ,  t h e y  
a r e  i n s i g n i f i c a n t  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  t e r m  a p p e a r i n g  i n  ( 4 5 ) .  I t  w i l l  be  
s e e n  t h a t  t h e  l i n e a r  t e r m  h a s  d i s a p p e a r e d .
We c a n  n o w  a p p l y  E q .  (34 )  a n d  o b t a i n :
i n  c o n f o r m i t y  w i t h  (26 ) .
69 .  K o l m o g o r o f f ' s  S i m i l a r i t y  T h e o r y  f o r  t h e  C o r r e l a t i o n  F u n c t i o n .
K o l m o g o r o f f  h a s  e n u n c i a t e d  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  f o r  d i s t a n c e s  η s m a l l  
c o m p a r e d  w i t h  a  l e n g t h ,  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  o u r  ℓ , t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c ­
t i o n  s h o u l d  b e  d e t e r m i n e d  o n l y  b y  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  ϵ 
a n d  t h e  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y  ν . T h e  q u a n t i t y  ℓ , w h i c h  h a s  p l a y e d  a  p r o m i ­
n e n t  p a r t  i n  t h e  f o r m u l a s  r e f e r r i n g  t o  o u r  s o l u t i o n s ,  f o r  s u c h  v a l u e s  of  η 
s h o u l d  be  u n i m p o r t a n t .
K o l m o g o r o f f  d e f i n e s  t h e  c o r r e l a t i o n  by  m e a n s  of  t h e  q u a n t i t i e s :
w h e r e  a g a i n  v 1 , v2 r e p r e s e n t  t h e  v a l u e s  of  v  i n  t w o  p o i n t s ,  y  a n d  y  +  η, 
r e s p e c t i v e l y .  T h e  m e a n  v a l u e  i s  t a k e n  w i t h  r e s p e c t  t o  y  f o r  a  f i x e d  v a l u e  
of  η. T h e s e  q u a n t i t i e s  a r e  c o n n e c t e d  w i t h  t h o s e  u s e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  
s e c t i o n s  b y  m e a n s  of  t h e  e q u a t i o n s :
A p p l i c a t i o n  of  d i m e n s i o n a l  r e a s o n i n g  o n  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  n o  o t h e r  p h y s i ­
c a l  q u a n t i t i e s  a r e  r e l e v a n t  t h a n  ϵ a n d  ν , l e a d s  t o  t h e  f o r m u l a s :
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w h e r e  F 1 a n d  F 2 a r e  u n k n o w n  f u n c t i o n s .
K o l m o g o r o f f  f u r t h e r  s u p p o s e s  t h a t  i f  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  t h e  f i e l d  
R e  = ℓ2 / ν t  i s  s u f f i c i e n t l y  h i g h ,  t h e r e  s h o u l d  be  a  d o m a i n  i n  w h i c h  
η ϵ ¼  ν - ¾  i s  a  l a r g e  n u m b e r  a n d  i n  w h i c h  t h e s e  e x p r e s s i o n s  w o u l d  t a k e
f o r m s  i n d e p e n d e n t  of  t h e  v i s c o s i t y .  T h i s  p r e s c r i b e s  a  c e r t a i n  c o n d i t i o n  f o r
t h e  f u n c t i o n s  F 1 a n d  F 2 a n d  l e a d s  t o  t h e  r e s u l t s :
C 1 a n d  C 2 b e i n g  c o n s t a n t s .
F r o m  f o r m u l a  (4 0 ) ,  t a k e n  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  ϵ 
g i v e n  i n  ( 2 6 ) ,  i t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  t h e  s e c o n d  r e s u l t  i s  q u i t e  a c c e p t a b l e ;  t h e  
v a l u e  o f  C 2 a p p e a r s  t o  b e  — 12.
T h e  f i r s t  r e s u l t ,  h o w e v e r ,  i s  s o  m u c h  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  o b t a i n e d  i n  
( 3 9 ) ,  t h a t  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  j u d g e  i t s  v a l i d i t y .  I t  m a y  b e  a  u s e f u l  a p p r o x i m a ­
t i o n  o v e r  a  c e r t a i n  d o m a i n ,  b u t  s u f f i c i e n t  e v i d e n c e  f o r  t h i s  c a n n o t  b e  o b ­
t a i n e d .  N e v e r t h e l e s s  i t  i s  of  i m p o r t a n c e  t o  o b s e r v e  t h a t  K o l m o g o r o f f ’s 
e x p r e s s i o n  f o r  ( v 1 -  v 2 )2 d e f i n i t e l y  i n c r e a s e s  l e s s  r a p i d l y  w i t h  η t h a n  t h e  
r e s u l t  w h i c h  i s  o b t a i n e d  on  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  τ i a n d  λi s h o u l d  b e  
c o m p l e t e l y  i n d e p e n d e n t  of  e a c h  o t h e r .  ( C o m p a r e  t h e  c o n s i d e r a t i o n s  d e v e l o p ­
e d  i n  S e c t i o n  6 5 . )  H e n c e  i n  o r d e r  t h a t  K o l m o g o r o f f ' s  f o r m u l a  m a y  b e  v a l i d ,
i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  t h e r e  e x i s t  c e r t a i n  r e l a t i o n s  b e t w e e n  c o n s e c u t i v e  τ i a n d
λ i , of  s u c h  n a t u r e  t h a t  t h e  c o n d i t i o n  ( 3 8 a )  s h a l l  b e  s a t i s f i e d .  T h i s  s e e m s  t o  
b e  a n  i m p o r t a n t  p o i n t ,  w h i c h  i s  n o t  r e s t r i c t e d  t o  t h e  s o l u t i o n s  c o n s i d e r e d  
h e r e ,  b u t  h a s  i t s  b e a r i n g  on  t h e  h y d r o d y n a m i c a l  p r o b l e m .
I t  i s  p e r h a p s  p o s s i b l e  t o  g i v e  t h e  f o l l o w i n g  t u r n  to  
K o l m o g o r o f f ' s  r e a s o n i n g :  C o n s i d e r  a  g r e a t  n u m b e r  of  c a s e s  of
o u r  t y p e  of  s o l u t i o n ,  s t a r t i n g  f r o m  v a r i o u s  i n i t i a l  s t a g e s ,  s o  t h a t  
t h e r e  w i l l  b e  a  g r e a t  v a r i e t y  of  v a l u e s  of  ℓ a n d  of  " a g e s "  t .
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N o w  t a k e  t o g e t h e r  a l l  t h o s e  c a s e s  f o r  w h i c h  ϵ h a s  t h e  s a m e  
v a l u e .  T h i s  w i l l  r e q u i r e  a  c e r t a i n  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  v a l u e  of  
ℓ a n d  t h e  a g e .  I f  w e  s h o u l d  r e t u r n  f o r  a  m o m e n t  t o  t h e  s u p p o s i ­
t i o n  of  s t a t i s t i c a l  s i m i l a r i t y ,  p r o p o r t i o n a l i t y  b e t w e e n  ℓ2 a n d  t 3 
w o u l d  b e  r e q u i r e d ,  s o  t h a t  " a g e "  ~  ℓ ⅔ . W e t h e n  o b t a i n :
v 2 ~  ℓ 2 / t 2 ~  ℓ ⅔ .
If  w e  n o w  a s s u m e  t h a t  f o r  v a l u e s  of η,  i . e . , s m a l l  c o m ­
p a r e d  w i t h  ℓ a n d  l a r g e  c o m p a r e d  w i t h  ν t / ℓ , t h e  c u r v e  f o r  
(v1  -  v 2 ) 2 s h o u l d  b e  t h e  s a m e  f o r  a l l  c a s e s  h a v i n g  t h e  s a m e  ϵ , 
t h e n  i t  w o u l d  b e  n e c e s s a r y  t h a t  i n  t h e  r a n g e  s p e c i f i e d  w e  s h o u l d
h a v e  (v1 -  v 2 ) 2 ~  η ⅔ .  T h e  r e a s o n i n g  l o o k s  r a t h e r  a r t i f i c i a l .
I t  i s  t o  b e  o b s e r v e d  t h a t  w i t h  K o l m o g o r o f f ' s  h y p o t h e s e s  
t h e  v a l u e  of  v 2 i s  n o t  i n d e p e n d e n t  of  ν , b u t  i s  g i v e n  by:  
c o n s t a n t  ν ½  ϵ ½ .
E n e r g y  T r a n s f e r  T h r o u g h  t h e  S p e c t r u m
7 0 .  S p e c t r a l  A n a l y s i s  of  t h e  S o l u t i o n s .  T h e  g e n e r a l  i d e a  of  t h e  a p ­
p l i c a t i o n  of  F o u r i e r  a n a l y s i s  t o  f u n c t i o n s  of  a  s i n g l e  v a r i a b l e  y  a n d  t h e  
c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  h a s  b e e n  c o n s i d e r e d  i n  C h a p t e r  I I I ,  
S e c t i o n s  16 a n d  17 .  T h e  r e s u l t s  g i v e n  t h e r e  c a n  b e  a p p l i e d  t o  t h e  p r e s e n t  
c a s e .  A c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  (4)  of  t h a t  s e c t i o n ,  w e  w r i t e :
(46)
F o r  η = 0 t h i s  g i v e s  t h e  e n e r g y  s p e c t r u m :
M a k i n g  u s e  of  f o r m u l a  (6)  of S e c t i o n  17 ,  w e  h a v e :
(47)
H e n c e  w e  s e e  t h a t
a n d  i f  w e  d e v e l o p  t h e  c o s i n e - f u n c t i o n  w e  o b t a i n :
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( 4 7 a )
w h e r e
I t  d o e s  n o t  s e e m  e a s y  t o  o b t a i n  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  f u n c t i o n  Γ (k) o r  q u a n ­
t i t i e s  l i k e  Γ 2 c o n n e c t i n g  t h e m  w i t h  t h e  s t a t i s t i c a l  c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  
" s a w  t o o t h "  p r o f i l e  f o r  v . H o w e v e r ,  w h e n  k  i s  l a r g e  c o m p a r e d  w i t h  l / ℓ 
a n d  s t i l l  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  ℓ/ ν t ,  w e  c a n  o b t a i n  t h e  a p p r o x i m a t i o n :
(48)
w h e r e  t h e  e r r o r  i s  of t h e  o r d e r  k -3 o r  k -4. O n e  w o u l d  b e  t e m p t e d  t o  
c o m b i n e  ( 4 7 a )  a n d  (48)  i n t o  a n  e x p r e s s i o n  of  t h e  t y p e :
b u t  t h e  d a t a  a v a i l a b l e  d o  n o t  p e r m i t  p r o o f  of  t h i s  e x p r e s s i o n .
If  k  b e c o m e s  of  t h e  o r d e r  ℓ / ν t  i t  a p p e a r s  t h a t  (48)  m u s t  b e  r e p l a c e d
by:
( 4 8 a )
a l t h o u g h  f u r t h e r  m a t h e m a t i c a l  i n v e s t i g a t i o n s  a r e  n e c e s s a r y .  F r o m  ( 4 8 a )  i t  
w o u l d  f o l l o w  t h a t  a t  t h e  e n d  o f  t h e  s p e c t r u m  Γ (k)  d e c r e a s e s  e x p o n e n t i a l l y  
w i t h  k .  E x i s t i n g  t h e o r i e s  c o n c e r n i n g  t h e  c o u r s e  of  Γ(k) m o s t l y  g i v e  a  d e ­
c r e a s e  a c c o r d i n g  t o  s o m e  i n v e r s e  p o w e r  l a w .  On  g e n e r a l  m a t h e m a t i c a l  
g r o u n d s  i t  i s  l i k e l y ,  h o w e v e r ,  t h a t  u l t i m a t e l y  a n  e x p o n e n t i a l  d e c r e a s e  m u s t  
b e  o b t a i n e d ,  s i n c e  o t h e r w i s e  t h e  c o u r s e  of  v , a n d  i n  t h e  h y d r o d y n a m i c a l  
c a s e ,  t h e  c o u r s e  of  t h e  f l o w ,  i n  d i m e n s i o n s  of  t h e  o r d e r  ℓ / ν t  c o u l d  n o t  b e  
s m o o t h .  T h i s  p o i n t  i s  s t r e s s e d  b y  J .  v o n  N e u m a n n  i n  a  r e p o r t  on  " R e c e n t  
T h e o r i e s  of  T u r b u l e n c e " .
F r o m  K o l m o g o r o f f ' s  s i m i l a r i t y  h y p o t h e s e s  i t  h a s  b e e n  d e d u c e d  t h a t  i n  
a  c e r t a i n  d o m a i n  of  k - v a l u e s  on e  s h o u l d  h a v e :
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T h i s ,  of  c o u r s e ,  d i f f e r s  n o t a b l y  f r o m  ( 4 8 ) .  T h e  t w o  r e s u l t s  c a n ,  p e r h a p s ,  
b e  b r o u g h t  i n t o  a  r e l a t i o n  i f  w e  u s e  t h e  a r t i f i c e  m e n t i o n e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  
s e c t i o n .  W e  c o n s i d e r  a  s e t  o f  c a s e s  f o r  w h i c h  ϵ h a s  t h e  s a m e  v a l u e .  A s  
o b s e r v e d ,  f o r  t h e  f i e l d s  s e l e c t e d  i n  t h i s  w a y  w e  m u s t  t h e n  h a v e  " a g e "
(t) ℓ ⅔ . F r o m  (48)  w e  d e d u c e :
If  w e  a s s u m e  t h a t ,  w i t h i n  t h e  d o m a i n  of  k - v a l u e s  m e n t i o n e d  a b o v e ,  (I)
Γ (k) i s  a  f u n c t i o n  of  k ℓ , a n d  (II) t h a t  f o r  a l l  f i e l d s  w i t h  t h e  s a m e  ϵ t h e
c u r v e s  f o r  Γ (k)  s h o u l d  c o i n c i d e ,  i t  w o u l d  b e  n e c e s s a r y  t h a t  Γ s h o u l d  b e  
p r o p o r t i o n a l  t o  k - 5 / 3 . T h e  r e a s o n i n g ,  h o w e v e r ,  i s  j u s t  a s  a r t i f i c i a l  a s
t h e  on e  g i v e n  b e f o r e .
A  r e s u l t  o b t a i n e d  b y  H e i s e n b e r g  f o r  h y d r o d y n a m i c a l  t u r b u l e n c e ,  v i z . ,
t h a t  Γ m u s t  b e c o m e  p r o p o r t i o n a l  t o  k 4 w h e n  k  d e c r e a s e s  t o  z e r o ,  h a s  
a s  i t s  a n a l o g u e  i n  o u r  s o l u t i o n s  t h a t  Γ m u s t  a p p r o a c h  t o  a  c o n s t a n t  v a l u e  
f o r  k  →  0.  T h i s  i s  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  w h a t  h a s  b e e n  f o u n d  a b o v e .
7 1 . E n e r g y  T r a n s f e r  T h r o u g h  t h e  S p e c t r u m .  W e i n t r o d u c e  t h e  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  of  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  v12v2 :
w i t h :
I t  i s  t h e n  p o s s i b l e  t o  t r a n s f o r m  v o n  K a r m a n ' s  a n d  H o w a r t h ' s  e q u a t i o n  
(31 )  i n t o :
(49)
F o r  k  = 0 t h i s  g i v e s  ∂ Γ ( 0 ) / ∂ t  = 0,  w h i c h  i s  n o t h i n g  e l s e  t h a n  t h e  c o n s t a n c y  
of  L o i t s i a n s k y ' s  i n v a r i a n t .
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T h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  e n e r g y  t r a n s f e r  t h r o u g h  t h e  s p e c t r u m  i s  o b ­
t a i n e d  f r o m  (49)  b y  i n t e g r a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  k:
(50)
T h e  t e r m  on  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  g i v e s  t h e  c h a n g e  w i t h  t i m e  of  ( t w i c e  t h e )  
e n e r g y  i n  t h e  p a r t  of  t h e  s p e c t r u m  w h i c h  e x t e n d s  f r o m  0 to  k .  T h e  l a s t  
t e r m  on  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  d e t e r m i n e s  t h e  a m o u n t  t h a t  i s  l o s t  b y  v i s ­
c o u s  d i s s i p a t i o n .  T h e  o t h e r  i n t e g r a l ,  w h e n  t a k e n  w i t h  t h e  s i g n  r e v e r s e d ,  
g i v e s  t h e  e n e r g y  t h a t  i s  t r a n s m i t t e d  f r o m  t h e  p a r t  0 . . k  t o  t h e  p a r t  b e ­
y o n d  k .  S i n c e  w e  h a v e
a n d  s i n c e  t h e  d e r i v a t i v e  of w i t h  r e s p e c t  t o  η i s  z e r o  f o r  η = 0,
i t  f o l l o w s  t h a t :
H e n c e  t h e  t e r m  w i t h  ψ d o e s  n o t  b r i n g  o v e r - a l l  g a i n  o r  l o s s  of e n e r g y ;  i t  
r e p r e s e n t s  p u r e  i n t e r c h a n g e .
T o  f i n d  ψ w e  f o l l o w  a  s i m i l a r  m e t h o d  a s  w a s  u s e d  i n  S e c t i o n  17 
a n d  c a l c u l a t e
W h e n  M 1 i s  m a d e  i n f i n i t e  t h i s  g i v e s :
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I n  t h e  d o u b l e  i n t e g r a l  w e  s h a l l  w r i t e :  k 1 +  k 2 = k ;  k 1 = k ' . I t  t h e n  t r a n s ­
f o r m s  i n to :
On t h e  o t h e r  h a n d ,  w e  b r i n g  (49)  i n  t h e  f o r m :
a s s u m i n g C o m p a r i s o n  n o w  l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s ­
s i o n  f o r  ψ :
7 2 .  I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  t h e  v a l u e  o f  ψ d e p e n d s  on  a n  i n t e g r a l  o f  a  
p r o d u c t  of  t h r e e  f a c t o r s  φ t h e  a r g u m e n t s  of w h i c h  h a v e  a n  a l g e b r a i c  s u m  
e q u a l  t o  z e r o .  E v e r y  f r e q u e n c y  k  c o m e s  i n t o  c o n n e c t i o n  w i t h  a l l  o t h e r  
f r e q u e n c i e s ,  b o t h  s m a l l e r  a n d  l a r g e r .  F r o m  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  ψ a l o n e  i t  
i s  n o t  t o  b e  s e e n  w h e t h e r  e n e r g y  t r a n s p o r t  w i l l  b e  m a i n l y  f r o m  s m a l l  k  t o  
l a r g e  k ,  o r  i n v e r s e l y ,  o r  b o t h  w a y s  s i m u l t a n e o u s l y .
I t  w a s  o b s e r v e d  i n  S e c t i o n  17 t h a t  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of  φ i s  p r o p o r -
t i o n a l  t o  M ½ . In  o r d e r  t h a t  ψ s h a l l  be  i n d e p e n d e n t  of  M  ( a s  i t  s h o u l d  b e )  
i t  i s  t h e r e f o r e  n e c e s s a r y  t h a t  t h e  o u t c o m e  of  t h e  i n t e g r a t i o n  b r i n g s  a  f a c t o r  
M - ½ , s i n c e  t h e r e  i s  o n l y  t h e  f a c t o r  M - 1  b e f o r e  t h e  i n t e g r a l .  L o o k i n g  a t  
t h e  d i m e n s i o n s ,  e a c h  f u n c t i o n  φ h a s  t h e  d i m e n s i o n s  ( v e l o c i t y  · l e n g t h ) ,  
w h i l e  t h e  f u n c t i o n  ψ m u s t  h a v e  t h e  d i m e n s i o n s  ( v e l o c i t y )  * ( l e n g t h ) .  H e n c e  
a n  e x t r a  f a c t o r  M - ½  m u s t  b e  a c c o m p a n i e d  b y  a  f a c t o r  of d i m e n s i o n  ( l e n g t h ) ½
T h e  m o s t  p r o b a b l e  s u p p o s i t i o n  i s  t h a t  t h e  f u l l  f a c t o r  s h o u l d  b e  ( k  · M)-½
H o w  c o u l d  t h e  a p p e a r a n c e  of  s u c h  a  f a c t o r  b e  e x p l a i n e d ?  T h e  e x p l a n a ­
t i o n  c a n  b e  s o u g h t  i n  t h e  e f f e c t  o f  p h a s e  r e l a t i o n s .  T h e  c i r c u m s t a n c e  t h a t  
t h e  a l g e b r a i c  s u m  of  t h e  a r g u m e n t s  of  t h e  t h r e e  f u n c t i o n s  φ i s  e q u a l  t o  
z e r o ,  m i g h t  i n  i t s e l f  n o t  g u a r a n t e e  a  s t a t i o n a r y  p h a s e  f o r  t h e  p r o d u c t .  T h e  
p h a s e  f a c t o r  of t h e  p r o d u c t  c o u l d  r a p i d l y  c h a n g e  w i t h  k ' ,  s o  t h a t  t h e
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c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  i n t e g r a l  f o r  m o s t  v a l u e s  of  k '  w o u l d  b e  n e g l i g i b l e .  A  
s t a t i o n a r y  p h a s e ,  h o w e v e r ,  m i g h t  a p p e a r  w i t h  c e r t a i n  s i m p l e  r a t i o n a l  r e ­
l a t i o n s  b e t w e e n  t h e  t h r e e  f r e q u e n c i e s  i n v o l v e d ,  f o r  i n s t a n c e :
We m a y  s u p p o s e  t h a t  t h e  " r e s o n a n c e  b r e a d t h "  on  t h e  k - s c a l e  w o u l d  b e  p r o ­
p o r t i o n a l  t o  k  · ( k M ) - ½  ( w i t h  d i f f e r e n t  n u m e r i c a l  f a c t o r s  f o r  t h e  v a r i o u s  
c a s e s ) .  T h e  r e s u l t  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  w o u l d  t h e n  be  of  t h e  f o r m :
w h e r e  t h e  a r g u m e n t s  of  φ 1, φ 2 , φ3  = w o u l d  b e  i n  s o m e  s i m p l e  r a t i o n a l  r e ­
l a t i o n ,  w h i l e  t h e  a m  w o u l d  b e  n u m e r i c a l  c o n s t a n t s .  E x p r e s s i n g  t h e  a b s o l u t e  
v a l u e s  of t h e  φ b y  m e a n s  o f  t h e  Γ a c c o r d i n g  to  E q .  (3 )  of  S e c t i o n  17 a n d  
c o n s i d e r i n g  k ψ , w h i c h  i s  t h e  a c t u a l  t e r m  o c c u r r i n g  i n  E q .  ( 5 0 ) ,  w e  w o u l d  
f i n d :
T h e  m o s t  i m p o r t a n t  t e r m  m i g h t  b e :
T h i s  r e a s o n i n g  i s  of  h i g h l y  s p e c u l a t i v e ,  b u t  t h e  s u p p o s i t i o n  t h a t  t r a n s ­
f e r  of  e n e r g y  w o u l d  m a i n l y  t a k e  p l a c e  w h e n  t h e  t h r e e  f r e q u e n c i e s  i n v o l v e d  
m a k e  s o m e  " h a r m o n i c  c h o r d " ,  w o u l d  h a v e  t h e  c o n s e q u e n c e  t h a t  t h e  n u m b e r  
of  s t e p s  i n v o l v e d  i n  t r a n s p o r t i n g  e n e r g y  o v e r  a  c e r t a i n  r e g i o n  of  t h e  s p e c t r u m  
w o u l d  b e  r o u g h l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  l o g a r i t h m  of  t h e  r a t i o  of  t h e  f r e q u e n c i e s  
l i m i t i n g  t h i s  r e g i o n .  S u c h  a  s u p p o s i t i o n  h a s  b e e n  m a d e  b y  L .  O n s a g e r  i n  a  
n o t e  o n  t u r b u l e n c e ,  w h e r e  h e  s p e a k s  of  t h e  t r a n s f e r  of  e n e r g y  a s  a  " c a s c a d e  
p r o c e s s . "
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S o l u t i o n s  R e p r e s e n t i n g  T u r b u l e n c e  C o u p l e d  w i t h  a  P r i m a r y  M o t i o n
7 3 .  T h e  s o l u t i o n s  of  E q .  ( 1) c o n s i d e r e d  t h u s  f a r  w e r e  s u b j e c t e d  to  
d e c a y .  In  o r d e r  t o  b e  a b l e  t o  f o r m  s o l u t i o n s  d e r i v i n g  e n e r g y  f r o m  a n  o u t ­
s i d e  s o u r c e ,  i n  s u c h  a  w a y  t h a t  a  s t a t i o n a r y  s t a t e  of  t u r b u l e n c e  i s  m a i n ­
t a i n e d  of  a  t y p e  a n a l o g o u s  t o  t h a t  o b t a i n e d  i n  p i p e  f l o w ,  w e  r e p l a c e  E q .  (1)  b y  
a n  e x t e n d e d  e q u a t i o n :
(51)
I n  t h e  t e r m  a d d e d  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  U s t a n d s  f o r  a  g i v e n  q u a n t i t y ,  a n  
a n a l o g u e  of  t h e  a v e r a g e  v e l o c i t y  o f  f l o w  o v e r  t h e  c r o s s  s e c t i o n  i n  t h e  c a s e  of  
p i p e  f l o w .  T h e  t e r m  h a s  b e e n  g i v e n  t h e  f o r m  of  a  p r o d u c t  of  U a n d  v , w i t h  
a  f a c t o r  b  i n  t h e  d e n o m i n a t o r  t o  g i v e  i t  t h e  p r o p e r  p h y s i c a l  d i m e n s i o n s .  In  
t h i s  w a y  E q .  (51)  c a n  b e  s a t i s f i e d  b y  t a k i n g  v  = 0 a n d  t u r b u l e n c e  c a n  d e r i v e  
e n e r g y  f r o m  t h e  m a i n  m o t i o n  o n l y  w h e n  i t  i s  a l r e a d y  i n  e x i s t e n c e .  T h e  s a m e  
i s  t r u e  o f  h y d r o d y n a m i c  t u r b u l e n c e ,  a l t h o u g h  i n  t h a t  c a s e  t h e  c o u p l i n g  w i t h  
t h e  m a i n  m o t i o n  d e p e n d s  o n  t e r m s  c o n t a i n i n g  d e r i v a t i v e s .  ( C o m p a r e  E q .  (9) 
of  C h a p t e r  VI,  p . 7 2 . )
W e l i m i t  t h e  d o m a i n  of  y t o  0 ≤  y ≤ b a n d  s u b j e c t  v  t o  t h e  c o n d i ­
t i o n :
v  = 0 a t  y  = 0 a n d  y = b.
I t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n s i d e r  U i t s e l f  a s  a  v a r i a b l e  q u a n t i t y ,  d e p e n d i n g  on  
t h e  t i m e .  W e  t h e n  s u b j e c t  U t o  t h e  e q u a t i o n :
(52)
N o w  t h e  p a r a m e t e r  P  i s  a s s u m e d  to  b e  a  g i v e n  q u a n t i t y .  I t  c a n  be  t a k e n  a s  
t h e  a n a l o g u e  of  t h e  p r e s s u r e  i n  p i p e  f l o w .  T h e  e q u a t i o n  e x p r e s s e s  t h a t  a  m o ­
t i o n  w i t h  t h e  v e l o c i t y  U e x p e r i e n c e s  b o t h  " l a m i n a r "  f r i c t i o n ,  g i v e n  b y  t h e  
t e r m  ν U / b 2 , a n d  a  r e s i s t a n c e  d e r i v e d  f r o m  t h e  t u r b u l e n c e ,  g i v e n  b y  t h e  i n t e ­
g r a l .  S i n c e  w e  h a d  a s s u m e d  t h a t  U d o e s  n o t  d e p e n d  on  y, i t  h a s  b e e n  i n ­
e v i t a b l e  t o  c h o o s e  a  r a t h e r  a r t i f i c i a l  f o r m  f o r  t h e  r e s i s t a n c e  t e r m s .  N e v e r ­
t h e l e s s  t h e y  s e r v e  t h e i r  p u r p o s e  a n d  t h e y  a l l o w  t h e  f o r m a t i o n  o f  a n  e q u a t i o n  
of e n e r g y  f o r  t h e  " m a i n  m o t i o n "  U a n d  t h e  " t u r b u l e n c e "  ν  t o g e t h e r ,  a s
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f o l l o w s :
(53 )
T h e  q u a n t i t y  b e t w e e n  t h e  b r a c k e t s  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  r e p r e s e n t s  t h e  k i n ­
e t i c  e n e r g y  i n  t h e  f i e l d .  O n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  w e  h a v e  t h e  e n e r g y  d e r i v e d  
f r o m  t h e  p r e s s u r e  a c t i n g  o n  t h e  m a i n  m o t i o n ,  a n d  l o s s e s  d u e  t o  t h e  l a m i n a r  
f r i c t i o n  of  t h e  m a i n  m o t i o n  a n d  t o  t h e  d i s s i p a t i o n  i n  t h e  t u r b u l e n c e .  T h e  
t e r m s  of  t h e  s e c o n d  d e g r e e  i n  E q s .  (51 )  a n d  (52 )  h a v e  d i s a p p e a r e d ;  t h e y  
r e p r e s e n t e d  a  c o u p l i n g  w i t h o u t  l o s s  o r  g a i n .
7 4 .  S t a t i o n a r y  S o l u t i o n s  of  t h e  S y s t e m  (51)  - ( 5 2 ) .  T h e  s y s t e m  a d ­
m i t s  t w o  t y p e s  of  s t a t i o n a r y  s o l u t i o n s .  I n  o n e  t y p e  v  = 0;  w e  s h a l l  s a y  t h a t  
t h e y  r e p r e s e n t  " l a m i n a r "  f l o w  w i t h o u t  t u r b u l e n c e .  I n  t h e  o t h e r  t y p e  v  i s  
d i f f e r e n t  f r o m  z e r o ,  a n d  a l t h o u g h  i t  i s  s t r e t c h i n g  t h e  m e a n i n g  of  t h e  w o r d  
" t u r b u l e n c e " ,  w e  s h a l l  u s e  i t  f o r  a n y  s o l u t i o n  i n  w h i c h  v  i s  n o t  p e r m a n e n t l y  
a n d  e v e r y w h e r e  z e r o .
T h e  " l a m i n a r "  s o l u t i o n  i s  g i v e n  by :
(54)
I t  i s  s e e n  t h a t  U i s  p r o p o r t i o n a l  t o  P  i n  t h i s  s o l u t i o n .
T h e  s t a b i l i t y  of  t h e  s o l u t i o n  c a n  b e  i n v e s t i g a t e d  b y  m e a n s  of  t h e  m e t h o d  
of  s m a l l  d i s t u r b a n c e s .  T h e  n e c e s s a r y  f o r m u l a s  w i l l  c o m e  a u t o m a t i c a l l y  i n  
S e c t i o n  7 8 ,  b e l o w ,  w h e r e  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  l a m i n a r  s o l u t i o n  i s  s t a b l e  s o  
l o n g  a s  U <  π 2 ν / b .  W h e n  U e x c e e d s  t h i s  v a l u e ,  t h e  s o l u t i o n  b e c o m e s  
u n s t a b l e  a n d  g i v e s  w a y  t o  o n e  i n  w h i c h  v  i s  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o .  I t  c a n  b e
o b s e r v e d  t h a t  t h e  d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r  U b / ν  p l a y s  t h e  p a r t  of  a
R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  t h e  s y s t e m  (51)  - ( 5 2 ) ,  w i t h  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  π 2 .
T o  o b t a i n  s t a t i o n a r y  " t u r b u l e n t "  s o l u t i o n s ,  w e  s t a r t  f r o m  (51)  w i t h o u t  
t h e  t i m e  d e r i v a t i v e :
(55)
w h e r e  U i s  a  c o n s t a n t .  W e  i n t r o d u c e  a n  a u x i l i a r y  v a r i a b l e
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( t h e  η u s e d  h e r e  h a s  n o t h i n g  t o  d o  w i t h  t h e  η o c c u r r i n g  i n  c o r r e l a t i o n  f u n c ­
t i o n s ) .  T h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  i s  o b t a i n e d  f o r  η :
T h i s  e q u a t i o n  c a n  b e  s o l v e d .  T h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n  of  (55 )  c a n  b e  e x p r e s s e d  
i n  p a r a m e t r i c  f o r m ,  a s  f o l l o w s :
w i t h  C a s  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t .  T h e  v a r i a b l e  η m u s t  b e  s i t u a t e d  b e t w e e n  
t w o  l i m i t s  η 1 , η 2, g i v e n  b y  t h e  r o o t s  of
W h e n  C i s  l a r g e ,  t h e s e  r o o t s  a r e  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  to :
W e  t a k e  a s  t h e  l o w e r  l i m i t  of  t h e  i n t e g r a l ;  s i n c e  η = η1 g i v e s  v  = 0,  t h i s  
c a n  b e  m a d e  to  c o r r e s p o n d  to  y  = 0 .  A s  v  m u s t  b e  z e r o  a l s o  a t  y = b ,  a  
c o n d i t i o n  m u s t  b e  s a t i s f i e d  w h i c h  f i x e s  t h e  v a l u e  of  C .  S i n c e  t h e r e  m a y  b e  
i n t e r m e d i a t e  z e r o s  t h e  c o n d i t i o n  t a k e s  t h e  f o r m :
i n  w h i c h  m  m u s t  b e  a  p o s i t i v e  i n t e g e r .  T h e  s i m p l e s t  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  
w i t h  m  = 1. S e e  t h e  a c c o m p a n y i n g  d i a g r a m ,  c u r v e  a ,  f o r  t h e  c a s e  of  a  
l a r g e  v a l u e  o f  C .  A  s o l u t i o n  w i t h  m  = 2 i s  r e p r e s e n t e d  b y  c u r v e  b .
T h e  v a l u e  of  t h e  d e f i n i t e  i n t e g r a l  d e c r e a s e s  w h e n  C d e c r e a s e s .  I t s  
m i n i m u m  v a l u e ,  o b t a i n e d  f o r  C →  0 ,  i s  π  √ 2. H e n c e  t h e r e  i s  a  m a x i ­
m u m  f o r  m ,  d e t e r m i n e d  b y  t h e  l a r g e s t  i n t e g e r  c o n t a i n e d  i n  ( U b / π 2 ν ) ½  =
( R e / π 2 )½.
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T h e r e  a r e  o t h e r  s e r i e s  of  s o l u t i o n s ,  f o r  i n s t a n c e  t h e  s e r i e s  o b t a i n e d  
f r o m  t h e  on e  j u s t  c o n s i d e r e d  b y  m e a n s  of t h e  f o r m u l a :
( S e e  c u r v e  c f o r  m  1).
7 5 .  A p p r o x i m a t e  F o r m u l a s  f o r  t h e  S t a t i o n a r y  S o l u t i o n s .  We a s s u m e  
U b / ν  t o  b e  l a r g e .  I n  t h i s  c a s e  t h e  s o l u t i o n s  w i t h  s m a l l  m  ( f o r  w h i c h  C i s  
l a r g e )  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  m e a n s  of  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n s .  A  n o n ­
r i g o r o u s  b u t  c o n v e n i e n t  m e t h o d  t o  o b t a i n  t h e s e  a p p r o x i m a t i o n s  i s  to  d i v i d e
t h e  d o m a i n  0 ≤ y ≤  b  i n t o  r e g i o n s  w h e r e  t h e  t e r m  ν(d2 v / d y 2 ) c a n  b e  
n e g l e c t e d  a n d  w h e r e  w e  f i n d :
a n d  i n t o  r e g i o n s  w h e r e  t h e  t e r m  U v / b  i s  r e l a t i v e l y  u n i m p o r t a n t  i n  c o m p a r i ­
s o n  w i t h  t h e  o t h e r  t w o  t e r m s  a n d  w h e r e  w e  f i n d :
A  a n d  B b e i n g  c o n s t a n t s .  T h e  c o n s t a n t s  m u s t  b e  a d j u s t e d  i n  s u c h  a  w a y  t h a t  
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a t  y  = 0 a n d  y = b a r e  s a t i s f i e d  a n d  t h a t  n o  d i s c o n ­
t i n u i t i e s  a r e  o b t a i n e d  i n  t h e  c o u r s e  of  y .  W e  m e n t i o n  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e s ,
( t h e  e x p r e s s i o n s  c o m b i n e  t h e  t w o  p a r t i a l  s o l u t i o n s ) : *
*T h e  d e d u c t i o n  o f  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  h a d  b e e n  g i v e n  i n  a  p a p e r  
" M a t h e m a t i c a l  E x a m p l e s  I l l u s t r a t i n g  R e l a t i o n s  O c c u r r i n g  i n  t h e  T h e o r y  of  
T u r b u l e n t  F l u i d  M o t i o n , " V e r h a n d l  K o n .  N e d e r l .  A k a d .  W e t e n s c h a p p e n  
A m s t e r d a m ,  A f d .  N a t u u r k .  (1 s t  S e c t . )  V o l .  1 7 , N o .  2 ,  p p .  1 -  53 ( 1 9 3 9 ) .  
( F o o t n o t e  c o n t i n u e d  on  n e x t  p a g e . )
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(56)
T h e  r e g i o n s  w h e r e  t h e  c o u r s e  of v  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  t a n h - f u n c t i o n  
p r e s e n t  a  s t e e p  g r a d i e n t  a n d  a r e  t h e  o n l y  r e g i o n s  w h i c h  m a t e r i a l l y  c o n t r i b u t e  
t o  t h e  d i s s i p a t i o n .  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  f i r s t  o n e  of  t h e  s o l u t i o n s  g i v e n  a b o v e  w e  
f i n d :
W h e n  t h i s  r e s u l t  i s  s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  e n e r g y  e q u a t i o n  (53 ) ,  i n  w h i c h  t h e
l e f t - h a n d  m e m b e r  i s  z e r o  f o r  a  s t a t i o n a r y  s o l u t i o n ,  w h i l e  i n  t h e  r i g h t - h a n d
m e m b e r  w e  n e g l e c t  ν U2 / b ,  w e  o b t a i n :
(57)
T h e  s a m e  e x p r e s s i o n  c a n  b e  d e d u c e d  f r o m  E q .  ( 5 2 ) ,  i n  w h i c h  l i k e w i s e  t h e  
l e f t - h a n d  m e m b e r  i s  z e r o ,  w h i l e  t h e  t e r m  ν U / b  c a n  b e  n e g l e c t e d .  W e  t h u s  
a r r i v e  a t  t h e  r e s u l t  t h a t  w i t h  s t a t i o n a r y  t u r b u l e n c e  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  U 
a n d  t h e  p r e s s u r e  l e a d s  t o  a  q u a d r a t i c  r e s i s t a n c e  l a w .
76 .  N o n s t a t i o n a r y  S o l u t i o n s .  I f  U i s  c o n s i d e r e d  a s  a  c o n s t a n t ,  n o n *  
s t a t i o n a r y  s o l u t i o n s  of  E q .  (51)  c a n  b e  o b t a i n e d  w i t h o u t  g r e a t  d i f f i c u l t y .  I n  
o r d e r  t o  o b t a i n  a n  a p p r o x i m a t e  p i c t u r e ,  w e  c a n  f o l l o w  a  s i m i l a r  w a y  a s  i n  
t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n .  W e d i v i d e  t h e  d o m a i n  f o r  y  i n t o  r e g i o n s  w h e r e  w e
( C o n t i n u e d  f r o m  p r e v i o u s  p a g e )
I n  t h a t  p a p e r  t h e  p a r a m e t e r  b  h a d  b e e n  r e p l a c e d  b y  u n i t y ,  w h i l e  on  t h e  o t h e r  
h a n d  a  f a c t o r  2 h a d  b e e n  i n s e r t e d  b e f o r e  t h e  t e r m  v ( ∂ v / ∂ y) ,  w h i c h  c a u s e s  
c e r t a i n  n u m e r i c a l  d i f f e r e n c e s  i n  t h e  e x p r e s s i o n s .  P a r t  of  t h i s  p a p e r  h a s  b e e n  
t a k e n  o v e r ,  w i t h  s o m e  n e w  m a t e r i a l ,  i n  "A M a t h e m a t i c a l  M o d e l  I l l u s t r a t i n g  
t h e  T h e o r y  of T u r b u l e n c e , " A d v a n c e s  i n  A p p l .  M e c h a n i c s ,  V o l . 1, p p .  1 7 1 - 1 9 9 ,  
( 1 9 4 8 ) .  I n  t h e  l a t t e r  p a p e r  ( w h i c h  d o e s  n o t  r e p r o d u c e  t h e  d e d u c t i o n  of  t h e  a p ­
p r o x i m a t i o n s ) ,  t h e  p a r a m e t e r  b  h a d  b e e n  u s e d  a n d  t h e  f a c t o r  2 b e f o r e  v ( ∂ v / ∂ y) 
w a s  r e t a i n e d .  T h e  a p p r o x i m a t i o n s  a r e  s t r a i g h t f o r w a r d  a n d  c a n  e a s i l y  b e  r e ­
c o n s t r u c t e d .
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c a n  n e g l e c t  t h e  v i s c o s i t y  a n d  s i m p l i f y  E q .  (51)  to:
(58)
a n d  o t h e r  r e g i o n s  w h e r e  t h e  a p p r o x i m a t i o n
w i l l  b e  a p p r o p r i a t e .  T h e  l a t t e r  e q u a t i o n  i s  i d e n t i c a l  w i t h  E q .  (1)  a n d  t h e  
m e t h o d  t o  b e  f o l l o w e d  i s  t h e  o n e  i n d i c a t e d  i n  S e c t i o n  52  ( p p .  116-118), w i t h  t h e  
r e s u l t  g i v e n  a l r e a d y  i n  E q .  (8)  of t h a t  s e c t i o n .
E q u a t i o n  (58 )  c a n  b e  s o l v e d  b y  m e a n s  of  i t s  c h a r a c t e r i s t i c s .  W e c a n ,  
h o w e v e r ,  a l s o  s t a r t  i n  a  w a y  s i m i l a r  t o  t h a t  f o l l o w e d  i n  S e c t i o n  50  a n d  l o o k  
f o r  a  s o l u t i o n  of  t h e  f o r m .  (2) :  v  = β (y - σ ) .  W e t h e n  o b t a i n :
w h e r e b e i n g  a n  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t .  T h e  f i r s t  f o r m  i s
a p p r o p r i a t e  w h e n  t h e  i n i t i a l  s l o p e  β i s  p o s i t i v e ;  i t  i s  s e e n  t h a t  f o r  t  →  ∞  
t h e  s l o p e  u l t i m a t e l y  a p p r o a c h e s  t o  U / b .  T h e  s e c o n d  f o r m  m u s t  b e  u s e d  
w h e n  t h e  i n i t i a l  s l o p e  i s  n e g a t i v e ;  t h e  a d j u s t m e n t  of  t o w i l l  t h e n  r e q u i r e  
t h a t  i n i t i a l l y  ϵ i s  s m a l l e r  t h a n  u n i t y .  W i t h  i n c r e a s e  of  t  t h e r e  c o m e s  a n  
i n s t a n t  w h e n  t h e  s l o p e  t h r e a t e n s  t o  b e c o m e  i n f i n i t e .  W e  m u s t  t h e n  c o r r e c t  
t h e  r e s u l t  b y  m a k i n g  u s e  of  t h e  a p p r o p r i a t e  f o r m  of  E q .  (8)  m e n t i o n e d  b e f o r e .
A t t e n t i o n  m u s t  b e  g i v e n  t o  t h e  c o n d i t i o n s  a t  t h e  l i m i t s  y  = 0 a n d  y  = b. 
W e  s h a l l  n o t  g o  i n t o  d e t a i l s  a n d  m e n t i o n  o n l y  t h a t  a s  f a r  a s  c a n  b e  s e e n  b y  
m e a n s  of  t h e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d ,  s o l u t i o n s  s t a r t i n g  f r o m  a r b i t r a r y  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  a p p r o a c h  a s y m p t o t i c a l l y  t o  one  of  t h e  s t a t i o n a r y  s o l u t i o n s  f o u n d  
b e f o r e .
77 .  A p p l i c a t i o n  of  F o u r i e r  A n a l y s i s .  H a v i n g  r e g a r d  t o  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  w e  c a n  d e v e l o p  v  i n t o  a  F o u r i e r  s e r i e s :
(59)
w h e r e ,  i n  g e n e r a l ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  o r  a m p l i t u d e s  ξ η  w i l l  b e  f u n c t i o n s  of t h e
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t i m e .  T h e  m i n u s  s i g n  b e f o r e  t h e  s u m  i s  of n o  i m p o r t a n c e  i n  i t s e l f ,  b u t  h a s  
b e e n  i n t r o d u c e d  t o  o b t a i n  p o s i t i v e  v a l u e s  f o r  t h e  a m p l i t u d e s  i n  t h e  c a s e  of  
t h e  s o l u t i o n  c)  of  S e c t i o n  7 5 .  T h e  s t a t i o n a r y  s o l u t i o n s  c o n s i d e r e d  i n  t h a t  
s e c t i o n  h a v e  F o u r i e r  s e r i e s  w i t h  a m p l i t u d e s  w h i c h  a r e  i n d e p e n d e n t  of  t h e  
t i m e .  T h e  a m p l i t u d e s  c a n  b e  c a l c u l a t e d  w i t h  s u f f i c i e n t  a c c u r a c y  f r o m  t h e  
a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s  g i v e n  i n  t h a t  s e c t i o n .  F o r  t h e  t h r e e  c a s e s  c ) ,  a ) , b) 
t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d :
(60)
I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  t h e s e  a m p l i t u d e s  u l t i m a t e l y  d e c r e a s e  a s  e x p o n e n ­
t i a l  f u n c t i o n s  of  t h e  i n d e x  n . T a k i n g  t h e  f i r s t  c a s e ,  w e  h a v e :
( 6 0 a )
In  t h e  c a s e  a)  t h e  a m p l i t u d e s  h a v e  a l t e r n a t i n g  s i g n s ;  i n  t h e  c a s e  b)  t h e  
a m p l i t u d e s  of o d d  o r d e r  a r e  z e r o ,  b u t  t h e  g e n e r a l  p r i n c i p l e  of  e x p o n e n t i a l  
d e c r e a s e  i s  r e t a i n e d .  I t  w i l l  be  r e m e m b e r e d  t h a t  a n  e x p o n e n t i a l  d e c r e a s e  
w a s  a l s o  s u r m i s e d  i n  t h e  c a s e  of  t h e  F o u r i e r  d e v e l o p m e n t  of  d e c a y i n g  
h o m o g e n e o u s  t u r b u l e n c e ,  c o n s i d e r e d  i n  S e c t i o n  70 .
I t  i s  p o s s i b l e  t o  t r a n s l a t e  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  (51 )  i n t o  a n  
i n f i n i t e  s y s t e m  of  s i m u l t a n e o u s  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  a m p l i ­
t u d e s  ξn . F o r  t h i s  p u r p o s e  w e  s u b s t i t u t e  (59 )  i n t o  (5 1 ) a n d  a p p l y  a  s i m p l e  
t r a n s f o r m a t i o n  t o  t h e  t e r m s  o b t a i n e d  f r o m  v (∂ v / ∂ y) .  I t  i s  t h e n  p o s s i b l e  t o  
s e p a r a t e  t h e  s i n e  f u n c t i o n s  of v a r i o u s  o r d e r  a n d  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t  i s  o b ­
t a i n e d :
(61)
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I n  p r i n c i p l e  t h e  d e v e l o p m e n t  of  a n y  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  f r o m  a  g i v e n  i n i t i a l  
s t a t e  i s  d e t e r m i n e d  j u s t  a s  w e l l  b y  t h e  s y s t e m  of  e q u a t i o n s  (61 )  a s  i t  i s  b y  
t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  E q .  ( 5 1 ) .  N o  d i r e c t  m e t h o d  f o r  a t t a c k i n g  t h e  s y s t e m
(61)  h a s  b e e n  f o u n d  t h u s  f a r ,  b u t  s o m e  i m p o r t a n t  p r o p e r t i e s  of  i t  a r e  e a s i l y  
r e c o g n i z a b l e .
7 8 .  In  t h e  f i r s t  p l a c e  w e  n o t e  t h a t  t h e  s y s t e m  (61)  i s  s a t i s f i e d  w h e n  
a l l  a m p l i t u d e s  ξ n  a r e  z e r o .  T h i s  m e a n s  t h a t  t h e r e  i s  n o  " t u r b u l e n c e " ;  w e  
h a v e  " l a m i n a r "  f l o w  a n d  t h e  a u x i l i a r y  e q u a t i o n  g i v e s  a  l i n e a r  r e l a t i o n  b e ­
t w e e n  t h e  v a l u e  of  U a n d  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  P .
L o o k i n g  a t  t h e  t e r m s  on  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  of  ( 6 1 ) ,  w e  n o t e  t h a t  t h e  
f i r s t  t e r m  i s  l i n e a r  i n  ξ n  a n d  c o n t a i n s  U / b  a s  f a c t o r .  T h i s  t e r m  r e p r e s e n t s  
t h e  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  " m e a n  m o t i o n "  U and  t h e  t u r b u l e n t  a m p l i t u d e  ξn .
If  t h i s  t e r m  w e r e  t h e  o n l y  o n e  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e ,  a n  e x p o n e n t i a l  i n c r e a s e  
of  ξ n  w i t h  t i m e  w o u l d  r e s u l t .  T h e  c i r c u m s t a n c e  t h a t  a l l  a m p l i t u d e s  ξ η  h a v e  
t h e  s a m e  f a c t o r  U / b  i s  a c c i d e n t a l  f o r  t h e  m o d e l .  T h i s  d o e s  n o t  r e p r e s e n t  
a  f e a t u r e  of g e n e r a l  i m p o r t a n c e .
N e x t  f o l l o w s  a  t e r m  a l s o  l i n e a r  i n  ξ n , w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  d a m p i n g
e f f e c t  of  v i s c o s i t y .  T h e  f a c t o r  n 2  o c c u r r i n g  i n  t h i s  t e r m  e x h i b i t s  a  g e n e r a l  
f e a t u r e  w h i c h  i s  a l w a y s  o b t a i n e d  w i t h  F o u r i e r  c o m p o n e n t s .  S i n c e  t h e  s i g n  
of t h e  t e r m  i s  n e g a t i v e ,  i t  c a u s e s  a n  e x p o n e n t i a l  d a m p i n g  w h i c h  i n c r e a s e s  
r a p i d l y  w i t h  i n c r e a s i n g  o r d e r .
I f ,  o n  t h e  s u p p o s i t i o n  of  s m a l l  a m p l i t u d e s ,  w e  p r o v i s i o n a l l y  n e g l e c t  
t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  i n  ( 6 1 ) ,  t h e  s y s t e m  r e d u c e s  t o  a  s e t  of  s e p a r a t e  e q u a ­
t i o n s  f o r  t h e  v a r i o u s  a m p l i t u d e s ,  w i t h o u t  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e m .  W e  i m ­
m e d i a t e l y  s e e  t h a t  s o  l o n g  a s  U < π 2 ν / b  ( R e y n o l d s  n u m b e r  U b / ν  < π 2 ) a l l  
c o m p o n e n t s  ξ n ,  i f  s t i m u l a t e d ,  w i l l  b e  d a m p e d .  W h e n  U e x c e e d s  t h e  c r i t i c a l  
v a l u e ,  on e  o r  m o r e  of  t h e s e  c o m p o n e n t s ,  w h e n  s t i m u l a t e d ,  w i l l  i n c r e a s e  
e x p o n e n t i a l l y  w h i l e  t h e  r e s t  w o u l d  s h o w  e x p o n e n t i a l  d e c r e a s e .  T h i s  e x p l a i n s  
t h e  t r a n s i t i o n  f r o m  s t a b i l i t y  t o  i n s t a b i l i t y  of  t h e  l a m i n a r  s o l u t i o n ,  t o  w h i c h  
r e f e r e n c e  h a d  b e e n  m a d e  i n  S e c t i o n  74 .  W e a l s o  s e e  t h a t  a s  s o o n  a s  t h e  i n ­
c r e a s i n g  c o m p o n e n t s  h a v e  o b t a i n e d  a  c e r t a i n  a m p l i t u d e ,  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  
c a n  n o  l o n g e r  b e  n e g l e c t e d  a n d  c o u p l i n g  b e t w e e n  a l l  c o m p o n e n t s  s e t s  i n .
T h i s  c o u p l i n g  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t h a t  e n e r g y  i s  d e t r a c t e d  f r o m  t h e  c o m p o n e n t s  
w h i c h  o t h e r w i s e  i n c r e a s e  e x p o n e n t i a l l y ,  s o  t h a t  t h e i r  i n c r e a s e  i s  r e d u c e d  o r
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c e a s e s ,  w h i l e  c o m p o n e n t s  w h i c h  o t h e r w i s e  w o u l d  d i s a p p e a r  t h r o u g h  v i s c o u s  
d a m p i n g  c a n  g a i n  e n e r g y  a n d  m a y  r e m a i n  i n  e x i s t e n c e .
T w o  f e a t u r e s  of  (61 )  n o w  a r e  of g r e a t  i m p o r t a n c e .  O ne  h a s  b e e n  m e n -
t i o n e d  a l r e a d y ,  v i z . , t h a t  t h e  v i s c o u s  d a m p i n g  h a s  t h e  f a c t o r  n 2 . T h e  o t h e r  
f e a t u r e  i s  t h e  p r e s e n c e  of t h e  s u m
w h i c h  r e p r e s e n t s  a  " c o n v o l u t i o n "  of
t h e  s e r i e s  of a m p l i t u d e s  ξn . I f  w e  a s k  f o r  a  t e r m  w h i c h  c a n  b a l a n c e  t h e  v i s -
c o u s  d a m p i n g  f o r  v e r y  l a r g e  n , t h a t  t e r m  m u s t  h a v e  t h e  f a c t o r  n 2 . N o w
s u c h  a  t e r m  c a n  b e  o b t a i n e d  i f  w e  a s s u m e  t h a t  t h e  " c o n v o l u t i o n "  Σ ξ h  ξn - h
b e c o m e s  a  l i n e a r  f u n c t i o n  of  n  f o r  l a r g e  n . S i n c e  t h e  c o n v o l u t i o n  i s  a l r e a d y  
m u l t i p l i e d  b y  a  f a c t o r  n , w e  t h e n  o b t a i n  t h e  r e q u i r e d  t e r m  w i t h  n 2 . I t  i s  
e a s i l y  s e e n  t h a t  t h i s  r e s u l t  c a n  b e  s e c u r e d  b y  s u p p o s i n g  t h a t  f o r  l a r g e  n  
t h e  a m p l i t u d e s  ξ n  d e p e n d  e x p o n e n t i a l l y  o n  n . I n  t h a t  c a s e  t h e  p r o d u c t  
ξ h  ξ n - h  w i l l  b e c o m e  i n d e p e n d e n t  of  h  a n d  t h e  c o n v o l u t i o n  w i l l  c o n t a i n  a  
n u m b e r  of  s u c h  t e r m s ,  w h i c h  n u m b e r  i n c r e a s e s  l i n e a r l y  w i t h  n .
T o  m a k e  t h i s  r e a s o n i n g  m o r e  p r e c i s e ,  w e  a s s u m e  t h a t :
w h e r e  N i s  s o m e  d e f i n i t e  n u m b e r .  W e s u p p o s e  t h a t  t h e r e  a r e  n o  t e r m s  i n  
t h e  s e r i e s  of t h e  ξ n  w h i c h  d r o p  o u t  ( a s  i n  t h e  c a s e  of t h e  s o l u t i o n  b) - s e e  
S e c t i o n  77 ) .  W e t h e n  w r i t e  o u t  E q .  (61 )  f o r  a  v a l u e  of n  e x c e e d i n g  2N 
( p r e f e r a b l y  g r e a t l y  e x c e e d i n g  2N ) .  In  t h e  t w o  s u m s  o c c u r r i n g  i n  (61 )  w e  
t a k e  a p a r t  t h e  t e r m s  w h i c h  c o n t a i n  a m p l i t u d e s  f o r  w h i c h  h  <  N a n d  
a m p l i t u d e s  ξ n - h  f o r  w h i c h  n  - h  < N .  W e  t h e n  o b t a i n :
(62)
w h e r e  A i s  s h o r t  f o r
( 6 2 a )
I t  i s  n o t  d i f f i c u l t  t o  c h e c k  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  A  d o e s  n o t  c h a n g e  w h e n  
t h e  v a l u e  of N i s  i n c r e a s e d  b y  o n e  o r  m o r e  u n i t s .
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T h e  r e s u l t  o b t a i n e d  s h o w s  t h a t  t h e  e f f e c t  of  v i s c o s i t y  c a n  be  b a l a n c e d  
i f  we  t a k e :
(63)
w h i c h  i s  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  f o r m u l a  m e n t i o n e d  b e f o r e  ( 6 0 a ) .
T h i s  r e a s o n i n g  d o e s  n o t  g i v e  u s  t h e  v a l u e  of  α . I f  w e  l o o k  f o r  a  p h y s i ­
c a l  i n t e r p r e t a t i o n  of  β , t h e  o n l y  f e a t u r e  w h i c h  s u g g e s t s  i t s e l f  i s  t h a t :
(64)
i n d e p e n d e n t l y  of  n  a n d  h ,  p r o v i d e d  b o t h  h  a n d  n  -  h  e x c e e d  N.  T h i s  i s  a  
n o n h o m o g e n e o u s  r e l a t i o n  b e t w e e n  a m p l i t u d e s  of  a  k i n d  n o t  f o u n d  i n  l i n e a r  
p r o b l e m s .
7 9 .  I f  t h e  c o n d i t i o n  (63 )  i s  s a t i s f i e d ,  t h e  t e r m  w i t h  n 2 d i s a p p e a r s  
f r o m  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  d ξ n / d t .  T h e r e  r e m a i n s  a  t e r m  w i t h  n . I t  i s  p o s ­
s i b l e  t o  g e t  r i d  of  t h i s  t e r m  a s  w e l l ,  i f  w e  m a k e  A  v a n i s h .  T h i s  p u t s  a  
c o n d i t i o n  on  t h e  a m p l i t u d e s  ξh f o r  h  < N .  I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  t h i s  c o n d i t i o n  
c a n  b e  s a t i s f i e d  t o  a  l a r g e  e x t e n t  i f  w e  a s s u m e :
(65)
T h i s  f o r m u l a  p a s s e s  i n t o  (63 )  w h e n  h  >  N ,  p r o v i d e d  w e  c a n  n e g l e c t  e- 2 N α 
i n  c o m p a r i s o n  w i t h  u n i t y .  I t  i s  s e e n  t h a t  t h i s  n e w  r e s u l t  b r i n g s  u s  t o  a  
h y p e r b o l i c  s i n e  f u n c t i o n  of t h e  t y p e  a s  o c c u r r e d  i n  (60 ) .
T o  m a k e  A  v a n i s h  r i g o r o u s l y ,  a  m o r e  a c c u r a t e  c a l c u l a t i o n  w o u l d  be  
n e c e s s a r y . B u t  w e  c a n  n o w  m a k e  a  s t a r t  f r o m  t h e  o t h e r  s i d e  i f  w e  a c c e p t  
t h e  e x p r e s s i o n  (65 )  f o r  s m a l l  h  a n d  s u p p o s e  t h a t  α i s  v e r y  s m a l l .  I n  t h a t  
c a s e  w e  h a v e  t h e  a p p r o x i m a t i o n
( 6 5 a )
We c a n  n o w  s u b s t i t u t e  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  i n t o  ( 6 1 ) ,  n e g l e c t i n g  t h e  v i s c o u s  
d a m p i n g  f o r  s m a l l  n . We h a v e :
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a n d  (61 )  r e d u c e s  t o :
T h e  t w o  t e r m s  on  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  c o m p e n s a t e  e a c h  o t h e r  i f :
g i v i n g :
(66)
w h i c h  a g a i n  i s  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  ( 6 0 ) .
T h e s e  c o n s i d e r a t i o n s  a r e  f a r  f r o m  a  r i g o r o u s  t r e a t m e n t  of  t h e  s y s t e m  
( 6 1 ) ,  a n d  t h e  l a s t  p o i n t  i n  p a r t i c u l a r  s e e m s  t o  b e  i n t i m a t e l y  c o n n e c t e d  w i t h  
t h e  p e c u l i a r  s t r u c t u r e  of  t h e  m o d e l  s y s t e m .
N e v e r t h e l e s s  i t  w o u l d  a p p e a r  t h a t  t h e  r e a s o n i n g  l e a d i n g  t o  t h e  a s y m p ­
t o t i c  e x p o n e n t i a l  l a w  f o r  t h e  a m p l i t u d e s  ξ n  r e p r e s e n t s  a  g e n e r a l  f e a t u r e ,  n o t  
l i m i t e d  t o  t h e  s p e c i a l  f o r m  of  t h e  m o d e l  s y s t e m .  I t  e n s u r e s  t h e  p o s s i b i l i t y  
o f  b a l a n c i n g  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  f o r  v e r y  l a r g e  n , t h a t  i s ,  i n  t h e  t a i l  of  t h e  
s p e c t r u m ,  b y  i n f l o w  of  e n e r g y  f r o m  a  p a r t  of  t h e  s p e c t r u m  p r e c e d i n g  t h e  
c o m p o n e n t  c o n s i d e r e d ,  i n  w h i c h  t h e  h e a d  of  t h e  s p e c t r u m  ( w h e r e  t h e  e x p o ­
n e n t i a l  f o r m u l a  d o e s  n o t  a p p l y )  i s  of  s m a l l  i m p o r t a n c e .  I t  d o e s  n o t  a p p e a r  
n e c e s s a r y  t h a t  α s h o u l d  b e  i n d e p e n d e n t  of  t h e  t i m e ;  t h e r e  m i g h t  b e ,  f o r  
i n s t a n c e ,  a  s l o w  i n c r e a s e  w i t h  t i m e .  T h e  a c t u a l  v a l u e  of  α p r o b a b l y  w i l l  d e ­
p e n d  on  t h e  c h a r a c t e r  of t h e  h e a d  of  t h e  s p e c t r u m ,  o r ,  i n  o t h e r  w o r d s ,  o n  t h e  
w a y  i n  w h i c h  e n e r g y  i s  f e d  i n t o  t h e  s y s t e m .
80.  T h e  f o l l o w i n g  a d d i t i o n a l  r e m a r k s  a r e  of  i n t e r e s t .  I f  t h e  F o u r i e r  
s e r i e s  (57 )  i s  i n t r o d u c e d  i n t o  E q.  ( 5 2 ) ,  w e  o b t a i n :
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(67)
W h e n  U i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  t i m e ,  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  i s  z e r o .  I t  w i l l  be  
s e e n  t h a t  t h e  s u m  Σ ξ n2 c a n  b e  c a l c u l a t e d  w i t h  s u f f i c i e n t  a c c u r a c y  f r o m  t h e  
a p p r o x i m a t i o n  ( 6 6 ) ,  g i v i n g  Σ ξ η2 = 2 U 2 / 3 .  N e g l e c t i n g  t h e  t e r m  ν U / b 2 , w e  
f i n d :
in  c o n f o r m i t y  w i t h  a  r e s u l t  a l r e a d y  m e n t i o n e d .  W e  c a n  i n t e r p r e t  t h i s  r e ­
s u l t  b y  s a y i n g  t h a t  t h e  r e a c t i o n  of  t h e  t u r b u l e n c e  o n  t h e  m e a n  m o t i o n  i s  d e ­
p e n d e n t  o n  t h e  a m p l i t u d e s  of t h e  c o m p o n e n t s  a t  t h e  h e a d  of  t h e  s p e c t r u m  o n l y .
T h e  e n e r g y  e q u a t i o n  (53 )  t a k e s  t h e  f o r m :
(68)
I n  t h i s  e q u a t i o n  t h e  a p p r o x i m a t i o n  (66 )  i s  of  n o  u s e ,  s i n c e  i t  w o u l d  m a k e  t h e  
s u m  Σ n 2 ξ n2 d i v e r g e n t .  I n d e e d ,  t h e  a p p r o x i m a t i o n  (66)  h a s  t h e  c o n s e q u e n c e  
t h a t  t h e  d i s s i p a t i o n  h a s  t h e  s a m e  v a l u e  f o r  e v e r y  c o m p o n e n t  of  t h e  t u r b u l e n c e .  
T h e  m o r e  a c c u r a t e  e x p r e s s i o n  (60 )  i s  n e e d e d  t o  m a k e  t h e  s u m  c o n v e r g e n t  - 
i n  o t h e r  w o r d s ,  t o  s e t  a  l i m i t  t o  t h e  p a r t  of  t h e  s p e c t r u m  w h e r e  t h e r e  i s  
e q u i p a r t i t i o n  of  d i s s i p a t i o n .
F o r  c e r t a i n  p u r p o s e s  i t  i s  u s e f u l  t o  m u l t i p l y  E q .  (67)  b y  b ξ n / 2 ,  w h i c h
g i v e s :
T h e  e q u a t i o n  c a n  n o w  b e  c o n s i d e r e d  a s  a n  a n a l o g u e  of  E q .  ( 4 9 ) .  If  w e  t a k e  
t h e  s u m  w i t h  r e s p e c t  t o  n , up  to  a  c e r t a i n  v a l u e  k ,  w e  c a n  w r i t e :
(69)
w h e r e :
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T h e  s u m s  a p p e a r i n g  h e r e  c a n  b e  r e a r r a n g e d ,  a s  f o l l o w s :
s o  t h a t  f i n a l l y :
I f  w e  l o o k  a t  E q .  (69 )  a n d  t a k e  t h e  c a s e  r e p r e s e n t e d  b y  o u r  f i r s t  
s t a t i o n a r y  s o l u t i o n ,  f o r  w h i c h  t h e  l e f t - h a n d  m e m b e r  of  t h e  e q u a t i o n  n a t u r a l ­
l y  i s  z e r o ,  w e  c a n  o b s e r v e  t h a t  t h e  t e r m
r e p r e s e n t s  t h e  e n e r g y  w h i c h  t h e  t u r b u l e n c e  d e r i v e s  f r o m  t h e  m e a n  m o t i o n  U. 
S i n c e  w i t h  ξ n  = 2 U / n π a c c o r d i n g  t o  t h e  a p p r o x i m a t i o n  (66 )  t h e  s e r i e s  i s  
r a p i d l y  c o n v e r g e n t ,  w e  c a n  s a y  t h a t  a l r e a d y  w i t h  a  m o d e r a t e  v a l u e  of  k  t h i s  
s u m  g i v e s  a l l  e n e r g y  w h i c h  i s  f e d  i n t o  t h e  s y s t e m .
W e  c a n  a l w a y s  a s s u m e  t h a t  ν  i s  s o  s m a l l  t h a t  f o r  s u c h  a  v a l u e  of  k  
t h e  s e c o n d  s u m  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  of  ( 6 9 ) ,  w h i c h  h a s  t h e  v a l u e  
k π 2ν  ( 2 U / π ) 2 / 2 b ,  i s  i n s i g n i f i c a n t .  H e n c e  t h e r e  m u s t  b e  a  d o m a i n  o f  v a l u e s  
of  k  f o r  w h i c h  t h e  v a l u e  of  W k  i s  p r a c t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  of  k .  ( T h i s  w a s  
m e n t i o n e d  i n  t h e  p a p e r  i n  A d v .  i n  A p p l .  M e c h a n i c s ,  q u o t e d  i n  t h e  f o o t n o t e  t o  
S e c t i o n  7 5 ;  s e e  p . 180 ,  E q .  ( 2 2 d ) ,  w h e r e  Sn  h a s  b e e n  u s e d  i n s t e a d  of  W k ) . 
T h i s  r e s u l t  c a n  b e  c o m p a r e d  w i t h  a n  a r g u m e n t  a p p l i e d  i n  H e i s e n b e r g ' s  
t h e o r y  of  t h e  t u r b u l e n t  s p e c t r u m .
- 1 7 1 -
T h e  r e s u l t  c a n  b e  v e r i f i e d  b y  c a l c u l a t i n g  t h e  v a l u e  of W k  o n  t h e  b a s i s  
of  t h e  a p p r o x i m a t i o n  ( 6 6 ) .  I t  i s  m o r e  c o n v e n i e n t  t o  c a l c u l a t e  W k - 1  - W k,  
f o r  w h i c h ,  a f t e r  s o m e  s i m p l e  t r a n s f o r m a t i o n s  of  s e r i e s ,  on e  f i n d s  t h e  v a l u e  
l / ( k + l ) 2 . T h i s  p r o v e s  t h a t  W k  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  a  c o n s t a n t  e v e n  f o r  
m o d e r a t e  v a l u e s  of k ,  t o  t h e  s a m e  d e g r e e  of  a p p r o x i m a t i o n  t o  w h i c h  t h e  s u m  
c a n  b e  t r e a t e d  a s  a  c o n s t a n t .
81 .  T h e  q u e s t i o n  a r i s e s  i f  a  s i m i l a r  e x p o n e n t i a l  l a w  m i g h t  b e  f o u n d  
f o r  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  φ (k)  o c c u r r i n g  i n  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l  c o n s i d e r e d  
i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  s o l u t i o n s  r e p r e s e n t i n g  h o m o g e n e o u s  d e c a y i n g  t u r b u ­
l e n c e  o v e r  a n  i n f i n i t e  e x t e n t  of  t h e  y - a x i s ,  n o t  i n f l u e n c e d  b y  e x t e r i o r  f o r c e s  
o r  b y  c o u p l i n g  w i t h  a  m e a n  m o t i o n .
W e  o b s e r v e  t h a t  t h e  i n t r o d u c t i o n  of  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l  a s  g i v e n  b y  
f o r m u l a  ( 1) of S e c t i o n  16 (p . 4 2 )  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  t r a n s f o r m  E q .  ( 1) 
i n t o :
In  c o m p a r i n g  t h i s  e q u a t i o n  w i t h  E q .  (61 )  t h e  f o l l o w i n g  c i r c u m s t a n c e s  r e q u i r e  
a t t e n t i o n :
(a)  t h e  f u n c t i o n  φ (k)  c o n t a i n s  a  p h a s e  f a c t o r  w h i c h  w a s  n o t  d e ­
t e r m i n e d  b y  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  φ (k)  a n d  Γ (k)  a n d  w h i c h  m a y  b e h a v e  i n  
s o m e  c o m p l i c a t e d  o r  i r r e g u l a r  m a n n e r ;
( b )  t h e  a b s o l u t e  m a g n i t u d e  of  φ (k) m u s t  b e  p r o p o r t i o n a l  to  M ½ , 
w h e r e  2M  i s  t h e  l e n g t h  of t h e  d o m a i n  t o  w h i c h  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l  a p p l i e s ;
(c ) t h e  d i m e n s i o n s  of  φ (k)  a r e  ( l e n g t h )  · ( v e l o c i t y ) ,  w h e r e a s  t h e  
d i m e n s i o n s  of t h e  a m p l i t u d e s  ξn w e r e  t h o s e  of  a  v e l o c i t y .
I t  d o e s  n o t  l o o k  e a s y  t o  d e v e l o p  a  f o r m u l a  f o r  φ (k) w h i c h  t a k e s  a c ­
c o u n t  of a l l  t h e s e  f a c t s  a n d  g i v e s  a  b a s i s  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n  of  t h e  i n t e g r a l  
o c c u r r i n g  i n  (71 ) .  T h e  o n l y  h y p o t h e s i s  w h i c h  p r e s e n t s  i t s e l f  i s  t h e  ( v e r y  
t e n t a t i v e )  a s s u m p t i o n  t h a t  f o r  k 1 a n d  k 2 b o t h  e x c e e d i n g  a  c e r t a i n  l i m i t  K 
w e  s h o u l d  h a v e :
(72) + s o m e  i r r e g u l a r l y  f l u c t u a t i n g  p a r t ,
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w h e r e  i t  i s  s u p p o s e d  t h a t  t h e  " i r r e g u l a r l y  f l u c t u a t i n g "  p a r t  d o e s  n o t  g i v e  a  
c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  i n t e g r a l  i n c r e a s i n g  l i n e a r l y  w i t h  k.
I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  o b s e r v e  t h a t  t h e r e  i s  a  f o r m a l  a n a l o g y  b e t w e e n  (72)  
a n d  t h e  r e l a t i o n  s a t i s f i e d  b y  a n  e x p o n e n t i a l  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n ,  a s  c o n s i d e r ­
e d  a t  t h e  e n d  o f  t h e  A p p e n d i x  t o  C h a p t e r  I I .  I n  b o t h  c a s e s  t h e  o n l y  f a c t  w h i c h  
m a t t e r s  i s  t h a t  a n  e x p o n e n t i a l  r e l a t i o n  e x i s t s ,  w h i l e  t h e  c o e f f i c i e n t  e n t e r i n g  
i n t o  t h e  e x p o n e n t  i s  i r r e l e v a n t .  T h i s  i d e a  w o u l d  s u g g e s t  t h a t  t h e  a m p l i t u d e  
f u n c t i o n  φ (k)  w o u l d  h a v e  i n  i t  s o m e t h i n g  of  t h e  n a t u r e  of  a  c o r r e l a t i o n  f u n c ­
t i o n ,  w h i c h  d o e s  n o t  l o o k  u n a c c e p t a b l e .
82.  I t  i s  of  i n t e r e s t  t o  l o o k  b a c k  o v e r  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  
m a t h e m a t i c a l  m o d e l .
I t  w a s  p o s s i b l e  i n  t h e  f i r s t  p l a c e  t o  o b t a i n  a  s o l u t i o n  r e p r e s e n t i n g  
" s t i m u l a t e d  t u r b u l e n c e " ,  p r o d u c e d  b y  t h e  a c t i o n  of  a  t i m e  d e p e n d e n t  f o r c e  
a t  a  p a r t i c u l a r  s p o t  o f  t h e  f i e l d  ( t h e  o r i g i n  of  t h e  y - a x i s ) .  T h e  f o r c e  w a s  
s u p p o s e d  t o  b e  a  r a n d o m  f u n c t i o n  of  t h e  t i m e .  W e h a d  t a k e n  a  s y s t e m  of  
i r r e g u l a r l y  d i s t r i b u t e d  p o s i t i v e  i m p u l s e s  a s  t h e  s i m p l e s t  c a s e ,  b u t  m o r e  
g e n e r a l  c a s e s  c a n  be  s t u d i e d  a s  w e l l .  I t  w a s  f o u n d  t h a t  t h e  m o t i o n  p r o ­
d u c e d  p r o p a g a t e d  i t s e l f  i n  t h e  d i r e c t i o n  of  t h e  y - a x i s ,  w h i c h  m a d e  i t  p o s ­
s i b l e  t o  c o n s i d e r  t h e s e  s o l u t i o n s  a s  a  r o u g h  a n a l o g u e  of  g r i d - p r o d u c e d  
w i n d  t u n n e l  t u r b u l e n c e .  T h e  p r o p a g a t i o n  w a s  g o v e r n e d  b y  s u c h  l a w s  t h a t  
e v e r y  p a r t  of t h e  c u r v e  w h e r e  ∂ v / ∂ y i s  n e g a t i v e ,  d e v e l o p e d  i n t o  a  s t e e p  f r o n t  
w h i c h  d i s p l a c e s  i t s e l f  w i t h  a  v e l o c i t y  e q u a l  t o  t h e  a r i t h m e t i c  m e a n  of t h e  v e ­
l o c i t i e s  a t  t h e  t o p  a n d  t h e  b o t t o m .  O w i n g  t o  t h e  d i f f e r e n c e s  i n  v e l o c i t i e s  of  
t h e  v a r i o u s  f r o n t s ,  f r o n t s  c a n  o v e r t a k e  e a c h  o t h e r  a n d  t h e n  " m e r g e "  t o ­
g e t h e r .  T h e  c o n s e q u e n c e  of  t h i s  p r o c e s s  i s  t h a t ,  w h e r e a s  o r i g i n a l l y  t h e  
c u r v e  f o r  v (y )  r e f l e c t s  m o s t  d e t a i l s  of t h e  t i m e  b e h a v i o r  o f  t h e  p r o d u c i n g  
f o r c e ,  d e t a i l s  g r a d u a l l y  a r e  e l i m i n a t e d .  T h e  r e s u l t i n g  t u r b u l e n c e  t h u s  d i f ­
f e r s  i n  t w o  r e s p e c t s  f r o m  t h e  p a t t e r n  o r i g i n a l l y  p r o d u c e d  b y  t h e  f o r c e :  t h r o u g h  
t h e  d e v e l o p m e n t  of  s t e e p  f r o n t s ,  a n d  t h r o u g h  th e  e l i m i n a t i o n  of  d e t a i l .  W e ,  
c o n s e q u e n t l y ,  m a y  s a y  t h a t  i n  t h e  l o n g  r u n  t h e  p a t t e r n  s h o w n  b y  t h e  t u r b u l e n c e  
b e c o m e s  i n d e p e n d e n t  of  t h e  f o r c e  s y s t e m ;  o n l y  f e a t u r e s  c o n n e c t e d  w i t h  l o n g  
p e r i o d s  i n  t h e  r a n d o m  b e h a v i o r  of  t h e  f o r c e  a r e  r e t a i n e d  o v e r  a n  a p p r e c i a b l e  
l e n g t h  of  t i m e  i n  t h e  p r o p a g a t i o n  of  t h e  t u r b u l e n c e .
I t  m u s t  b e  o b s e r v e d  t h a t  t h i s  e x a m p l e  c a n  a l s o  b e  c o n s i d e r e d  a s  i l l u s ­
t r a t i n g  i n  a  s i m p l i f i e d  w a y  t h e  p r o p a g a t i o n  of  a  s y s t e m  of  s h o c k  w a v e s  i n  a  
t u b e ,  w h e n  w a v e s  a r e  b e i n g  p r o d u c e d  r e p e a t e d l y  a t  t h e  o r i g i n .
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C e r t a i n  r e s u l t s  c o u l d  b e  o b t a i n e d  g o v e r n i n g  t h e  d e c a y  of  t h e  m e a n  
a m p l i t u d e  o f  t h e  c u r v e  i n  i t s  p r o p a g a t i o n .
A t  g r e a t  d i s t a n c e s  f r o m  t h e  o r i g i n  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  of  t h e  
c u r v e  f o r  v (y )  c h a n g e  o n l y  v e r y  s l o w l y  w i t h  y,  s o  t h a t  t h e r e  i s  a n  a p p r o a c h  
t o  h o m o g e n e o u s  t u r b u l e n c e .
A  s o l u t i o n  r e p r e s e n t i n g  h o m o g e n e o u s  t u r b u l e n c e ,  h o w e v e r ,  c a n  b e t t e r  
b e  o b t a i n e d  b y  s t a r t i n g  f r o m  a  c a s e  i n  w h i c h  t h e  v - c u r v e  o v e r  t h e  w h o l e  
y - a x i s  i s  p r o d u c e d  a t  a  s i n g l e  i n s t a n t  b y  a  s y s t e m  of i m p u l s i v e  f o r c e s  a c t i n g  
s i m u l t a n e o u s l y  i n  a  s y s t e m  of  p o i n t s ,  a r b i t r a r i l y  d i s t r i b u t e d ,  a f t e r  w h i c h  
t h e  s y s t e m  i s  l e f t  t o  i t s e l f .  I n i t i a l l y  t h e  v - c u r v e  w i l l  p i c t u r e  t h e  d i s t r i b u t i o n  
of  t h e  o r i g i n a l  i m p u l s i v e  f o r c e s ,  b u t  a g a i n  t h e r e  i s  t h e  t e n d e n c y  t o  p r o d u c e  
s t e e p  f r o n t s  w h e r e v e r  ∂ v / ∂ y  h a p p e n s  t o  b e  n e g a t i v e ,  a n d  f o l l o w i n g  t h a t  
m o r e  a n d  m o r e  d e t a i l s  w i l l  b e  g r a d u a l l y  e l i m i n a t e d  t h r o u g h  t h e  m e r g i n g  of 
f r o n t s .
T h i s  c a s e  w a s  a p p r o p r i a t e  f o r  a n  i n v e s t i g a t i o n  of  s p a t i a l  E u l e r i a n
c o r r e l a t i o n s  of  t h e  t y p e  v 1 v 2  a n d  v 1 2 v 2 .  A n  e q u a t i o n  c o u l d  b e  f o r m e d ,
w h i c h  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  a  v e r y  s i m p l i f i e d  a n a l o g u e  of  v o n  K a r m a n  a n d  
H o w a r t h ' s  e q u a t i o n  a p p l i e d  i n  t h e  t h e o r y  of  h o m o g e n e o u s  i s o t r o p i c  t u r b u ­
l e n c e .  I t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a  F o u r i e r  i n t e g r a l  r e p r e s e n t i n g  t h e  s o l u ­
t i o n s ,  a n d  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  a p p e a r i n g  i n  t h e  i n t e g r a l  i s  r e l a t e d  t o  t h e  
s p e c t r a l  f u n c t i o n  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  i n  o t h e r  c o r r e l a t i o n  t h e o r i e s .  A  n u m ­
b e r  of  p r o p e r t i e s  c o n s i d e r e d  i n  t h e  t h e o r y  of  h o m o g e n e o u s  h y d r o d y n a m i c  
t u r b u l e n c e  c a n  b e  i l l u s t r a t e d  b y  m e a n s  of  a n a l o g o u s  p r o p e r t i e s  of  t h e  s o l u ­
t i o n s  f o r  t h e  m o d e l .
T h e  p r o b l e m  w a s  c o n s i d e r e d  w h e t h e r  i n  t h i s  c a s e  t h e r e  i s  a  t e n d e n c y  
t o  a s s u m e  a  p a t t e r n  d e v e l o p i n g  a c c o r d i n g  t o  a  l a w  of  s i m i l a r i t y .  C e r t a i n  
a s p e c t s  w e r e  b r o u g h t  t o  l i g h t  w h i c h  s e e m  t o  s p e a k  a g a i n s t  t h i s .  I t  m a y  be  
t h a t  t h e s e  a s p e c t s  a r e  p e c u l i a r  t o  t h e  m o d e l  a n d  t h a t  i n  h y d r o d y n a m i c  t u r b u ­
l e n c e ,  w i t h  i t s  t h r e e - d i m e n s i o n a l  f i e l d ,  m a t t e r s  w i l l  be  d i f f e r e n t .
T h e  l a s t  c a s e  c o n s i d e r e d  c o n c e r n e d  t u r b u l e n c e  c o u p l e d  w i t h  a  q u a n t i t y  
r e p r e s e n t i n g  s o m e t h i n g  l i k e  t h e  m e a n  f l o w  of  t h e  f l u i d  i n  p i p e  f l o w .  T o  o b ­
t a i n  a  s a t i s f a c t o r y  e x a m p l e  i t  w a s  n e c e s s a r y  t o  c o m p l e t e  E q .  ( l )  w i t h  a  
c o u p l i n g  t e r m ,  a s  w a s  d o n e  i n  E q .  (51 )  T h e  f i e l d  h a d  b e e n  l i m i t e d  t o  t h e  
d o m a i n  0 ≤  y ≤  b  a n d  v  h a d  b e e n  s u b j e c t e d  t o  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n
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v  = 0 a t  b o t h  " w a l l s " .  T h e  t u r b u l e n c e  c o u l d  be  a n a l y z e d  i n t o  a  F o u r i e r  s e r ­
i e s  s o  t h a t  i t  w a s  e a s y  t o  s p e a k  of  s e p a r a t e  c o m p o n e n t s  of  t u r b u l e n c e .  T h e  
e q u a t i o n  g o v e r n i n g  t h e s e  c o m p o n e n t s  w a s  s t u d i e d ,  w h i c h  r e v e a l e d  t h a t  d e ­
p e n d i n g  o n  t h e  R e y b o l d s  n u m b e r ,  a  " l a m i n a r "  s o l u t i o n  a n d  a  " t u r b u l e n t "  
s o l u t i o n  i s  p o s s i b l e .  E x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  c o u l d  b e  o b t a i n e d  b y  
d e r i v i n g  s t a t i o n a r y  t u r b u l e n t  s o l u t i o n s  d i r e c t l y  f r o m  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  a n d  c a l c u l a t i n g  t h e  F o u r i e r  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e s e  s o l u t i o n s .  T h e  
f o r m u l a  g i v i n g  t h e  v a l u e s  of  t h e  a m p l i t u d e s  ξ n  s h o w s  t h a t  a t  t h e  h e a d  of  
t h e  s p e c t r u m  t h e y  d e c r e a s e  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  i n d e x  n , i n  s u c h  
a  w a y  t h a t  t h e  d i s s i p a t i o n  of  e n e r g y  h a s  t h e  s a m e  v a l u e  f o r  e a c h  c o m p o n e n t .  
A t  t h e  t a i l  e n d  of  t h e  s p e c t r u m  a n  e x p o n e n t i a l  l a w  i s  o b t a i n e d  w h i c h  m a k e s  
t h e  s u m  of  t h e  d i s s i p a t i o n  t e r m s  c o n v e r g e n t .
T h e  c i r c u m s t a n c e  t h a t  t h e  t u r b u l e n t  s o l u t i o n s  f o r  t h i s  s y s t e m  w e r e  
f o u n d  t o  a s s u m e  a  t i m e - i n d e p e n d e n t  f o r m ,  i s  e x c e p t i o n a l  a n d  i s  d u e  t o  t h e  
s i m p l e  f o r m  w h i c h  w a s  g i v e n  t o  E q s .  ( 1) a n d  (51 ) .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n ­
s t r u c t  o t h e r  s y s t e m s ,  s l i g h t l y  m o r e  c o m p l i c a t e d ,  s o  t h a t  t h e  t u r b u l e n t  m o ­
t i o n  h a s  t w o  c o m p o n e n t s ,  v  a n d  w ,  w h e r e  t h e  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  m u s t  be  
t i m e - d e p e n d e n t .  H o w e v e r ,  a l t h o u g h  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  f o r  
s u c h  a  s y s t e m  h a v e  m a n y  p r o p e r t i e s  i n  c o m m o n  w i t h  t h e  s i m p l e r  e q u a t i o n s  
c o n s i d e r e d  h e r e ,  i t  h a s  n o t  b e e n  p o s s i b l e  t o  d i s c u s s  t h e m  s o  f u l l y .
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C h a p t e r  VIII
H o m o g e n e o u s  I s o t r o p i c  T u r b u l e n c e
T h e  p r e c e d i n g  c h a p t e r  g a v e  a n  e x t e n s i v e  i n v e s t i g a t i o n  of  s o m e  p r o b ­
l e m s  c o n n e c t e d  w i t h  a  n o n l i n e a r  e q u a t i o n  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  a  d i s s i p a t i v e  
s y s t e m .  T h e  s i m p l e s t  t y p e  of  e q u a t i o n  h a d  b e e n  c h o s e n ,  r e f e r r i n g  to  a  
s i n g l e  v a r i a b l e  w h i c h  w a s  a  f u n c t i o n  of  o n e  c o o r d i n a t e  a n d  of  t h e  t i m e .  I t  i s  
i m p o s s i b l e  a t  p r e s e n t  t o  d e v e l o p  a  s i m i l a r  t r e a t m e n t  f o r  t h e  h y d r o d y n a m i c  
e q u a t i o n s .  H o w e v e r ,  a  g r e a t  a m o u n t  of r e s e a r c h  h a s  b e e n  c a r r i e d  o u t  on 
th e  c o r r e l a t i o n  p r o b l e m s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e s e  e q u a t i o n s  a n d  on  t h e  t h e o r y  of 
t h e i r  s p e c t r a .  T h i s  r e s e a r c h  h a s  h a d  i t s  g r e a t e s t  s u c c e s s  i n  t h e  d o m a i n  of  
h o m o g e n e o u s  i s o t r o p i c  t u r b u l e n c e  w h e r e  c o n s i d e r a t i o n s  of s y m m e t r y  m a k e  
i t  p o s s i b l e  t o  e x p r e s s  c e r t a i n  s e t s  of  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  w i t h  t h e  a i d  of  a  
s i n g l e  f u n c t i o n .  E q u a t i o n s  c a n  t h e n  be  o b t a i n e d  f o r  t h e  b a s i c  f u n c t i o n s  e x ­
p r e s s i n g  r e l a t i o n s  p e r t a i n i n g  t o  e n e r g y  d e c a y  a n d  t o  t h e  t r a n s m i s s i o n  of  
e n e r g y  t h r o u g h  t h e  s p e c t r u m .  A  s h o r t  a c c o u n t  of  t h i s  t h e o r y  w i l l  b e  g i v e n  
i n  t h i s  l a s t  c h a p t e r .  T h e  p r i n c i p a l  m a t h e m a t i c a l  r e l a t i o n s  w i l l  be  d e d u c e d  
i n  a  s o m e w h a t  c o n d e n s e d  f o r m ,  a n d  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  to  o r i g i n a l  p u b l i ­
c a t i o n s  f o r  a  n u m b e r  of p r o o f s .  T h e  m a i n  o b j e c t  i s  t o  o b t a i n  r e l a t i o n s  f o r  
w h i c h  t h e  m o d e l  s y s t e m  g a v e  a  s i m p l i f i e d  f o r m .  T h i s  w i l l  s h o w  f o r  w h i c h  
p u r p o s e  t h e  m o d e l  s y s t e m  h a d  b e e n  i n t r o d u c e d ,  a n d  a  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  
t r e a t m e n t  d e v e l o p e d  f o r  t h e  m o d e l  s y s t e m  m a y  g i v e  s o m e  i d e a  of t h e  p r o b ­
l e m s  s t i l l  c o n c e a l e d  b e h i n d  t h e  e q u a t i o n s  f o r  h y d r o d y n a m i c  t u r b u l e n c e .
A l l  m e a n  v a l u e s  t o  b e  i n t r o d u c e d  in  t h e  f o l l o w i n g  p a g e s  w i l l  b e  s p a c e  
m e a n  v a l u e  of  t h e  E u l e r i a n  t y p e .  T h e y  w i l l  b e  f u n c t i o n s  of t h e  t i m e  i f  t h e  
f i e l d  i s  d e c a y i n g .  A l t h o u g h  t h e  d e p e n d e n c e  on  t h e  t i m e  w i l l  n o t  be  i n d i c a t e d  
e x p l i c i t l y  i n  t h e  e x p r e s s i o n s ,  o n e  of  t h e  o b j e c t s  i s  t o  o b t a i n  e q u a t i o n s  d e ­
t e r m i n i n g  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e s .
83.  O r d i n a r y  ( o r  d o u b l e )  V e l o c i t y  C o r r e l a t i o n s .  T h e  f i r s t  q u a n t i t y  
t o  b e  c o n s i d e r e d  i s  t h e  c o r r e l a t i o n  p r o d u c t :
( 1)
f o r m e d  o u t  of  t w o  c o m p o n e n t s  of  t h e  v e l o c i t y ,  ui o b s e r v e d  a t  a  p o i n t  P  w i t h  
c o o r d i n a t e s  x 1 , x 2 ,  x3  a n d  u j '  o b s e r v e d  a t  a  p o i n t  P '  w i t h  c o o r d i n a t e s
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x 1  +  r1 , x 2 + r 2 , x 3  + r 3.  S i n c e  t h e  f i e l d  i s  h o m o g e n e o u s ,  t h e  m e a n  v a l u e  w i l l
d e p e n d  o n l y  o n  t h e  r e l a t i v e  p o s i t i o n  of  P '  w i t h  r e s p e c t  t o  P ,  a s  d e t e r m i n e d
b y  t h e  r i . T h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  d i s t a n c e  f o l l o w s  f r o m  r 2 = r i2. T o  
s i m p l i f y  n o t a t i o n ,  s u m m a t i o n  s i g n s  a r e  o m i t t e d .  I t  i s  u n d e r s t o o d  t h a t  s u m ­
m a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  o v e r  a n y  r e p e a t e d  i n d e x .
I n  p r i n c i p l e  t h e r e  a r e  n i n e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s ,  e a c h  d e p e n d i n g  on  
t h e  t h r e e  r e l a t i v e  c o o r d i n a t e s  r i i n  i t s  o w n  w a y .  W h e n  t h e  f i e l d  i s  i s o ­
t r o p i c ,  m e a n i n g  t h a t  i t s  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  a r e  n o t  d e p e n d e n t  o n  a  d i r e c ­
t i o n  f i x e d  i n  s p a c e ,  t h e s e  n i n e  f u n c t i o n s  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y  m e a n s  of  t w o  
f u n c t i o n s  Q I ( r ) ,  Q I I ( r ) ,  a s  f o l l o w s :
(2)
w h e r e  δ ij d e n o t e s  a  t e n s o r  w h i c h  i s  e q u a l  t o  u n i t y  w h e n  i = j  a n d  e q u a l  t o  
z e r o  w h e n  i  ≠ j .
T h e  c o n d i t i o n  of  i s o t r o p y  a l s o  h a s  t h e  c o n s e q u e n c e  t h a t
T h i s  i s  i m p l i e d  i n  (2)  a n d  c a n  be  s e e n  b y  o b s e r v i n g  t h a t  t h e  c o r r e l a t i o n  p r o ­
d u c t  m u s t  n o t  c h a n g e  w h e n  w e  i n t e r c h a n g e  P  a n d  P '  a n d  s i m u l t a n e o u s l y  
c h a n g e  t h e  s i g n s  of t h e  c o o r d i n a t e s ,  w h i c h  c h a n g e s  t h e  s i g n s  of  t h e  r i  a n d
a l s o  t h a t  of  t h e  u i a n d  u i'.
 
I f  w e  t a k e  r 2 = r 3 = 0,  s o  t h a t  P P '  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  x 1 - a x i s  a n d  r  = r 1 , 
w e  h a v e :
F o r  r  = 0 ( P  a n d  P '  c o i n c i d i n g )  w e  h a v e :
f o r  w h i c h  on e  a l s o  w r i t e s s o  t h a t i s  t h e  m e a n  v a l u e  of  t h e  s q u a r e  of
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a  c o m p o n e n t  of  t h e  v e l o c i t y  t a k e n  i n  a n  a r b i t r a r y  g i v e n  d i r e c t i o n .  T h e  m e a n
v a l u e  of  t h e  s q u a r e  of  t h e  a b s o l u t e  v e l o c i t y  i s  3 u 2 = 3 Q I I (0 ).
I t  i s  c u s t o m a r y  t o  i n t r o d u c e  t w o  n o r m a l i z e d  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s ,  
f ( r )  a n d  g ( r ) ,  d e f i n e d  b y  m e a n s  of  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m s :
If  w e  r e t u r n  t o  t h e  c a s e  r 2 = r 3 = 0,  r  = r 1 , w e  f i n d :
(3)
84 .  In  t h e  c a s e  of  a n  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  t h e  e q u a t i o n  of  c o n t i n u i t y  
e n a b l e s  u s  t o  o b t a i n  a  r e l a t i o n  b e t w e e n  Q I a n d  Q I I . W e  h a v e :
a n d  c o n s e q u e n t l y :
T h i s  i m m e d i a t e l y  l e a d s  to :
W h e n  t h i s  i s  w o r k e d  o u t  on  t h e  b a s i s  o f  (2)  w e  f in d :
( a c c e n t s  h e r e  d e n o t i n g  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  r ) .  H e n c e  w e  c a n  e x p r e s s  
Q II i n  Q I o r  b o t h  Q I  a n d  QI i n  t e r m s  of  a n  a u x i l i a r y  f u n c t i o n  Q ( r ) .  T h e  
f o r m  o r d i n a r i l y  c h o s e n  i s :
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I t  i s  t h e n  p o s s i b l e  t o  w r i t e  (2)  i n  t h e  f o r m :
(4)
W i t h  r 2 = r 3 = 0,  r  = r 1 , w e  n o w  h a v e :
F r o m  t h e  Q ij w e  d e r i v e  t h e  f u n c t i o n  R :  
(5)
W h e r e a s  Q 1 1 , Q 2 2 , Q 33 a r e  d e p e n d e n t  o n  t h e  o r i e n t a t i o n  of  t h e  v e c t o r  r  
g i v i n g  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  P  a n d  P ' ,  t h e  f u n c t i o n  R  i s  d e p e n d e n t  o n l y  on  
t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of r .
F o r  r  = 0 w e  h a v e  :
I t  i s  a l s o  e a s i l y  f o u n d  t h a t :
If  w e  m a y  a s s u m e  t h a t  f o r  i n d e f i n i t e l y  i n c r e a s i n g  r  t h e  f u n c t i o n  Q ( r )  g o e s  
t o  z e r o  s u f f i c i e n t l y  r a p i d l y  t o  m a k e  l i m ( Q r 3) = 0,  w e  f i n d :
T h i s  s h o w s  t h a t  s o m e w h e r e  R  m u s t  h a v e  n e g a t i v e  v a l u e s  a n d  t h e  s a m e  m u s t  
b e  t r u e  of  t h e  s u m  Q 11 + Q 22 + Q 3 3 .
85 .  P r e s s u r e - V e l o c i t y  C o r r e l a t i o n s .  We t a k e  t h e  v a l u e  p of t h e
p r e s s u r e  a t  t h e  p o i n t  P  a n d  a  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  u i' a t  P ' , a n d  c o n s i d e r
t h e  m e a n  v a l u e  of  t h e  p r o d u c t  of  t h e s e  t w o  q u a n t i t i e s .  I t  i s  r e a d i l y  s e e n
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t h a t  i n  a n  i s o t r o p i c  f i e l d  on e  c a n  e x p e c t  a  c o r r e l a t i o n  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o  o n l y
b e t w e e n  t h e  p r e s s u r e  a t  P  a n d  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  u r '  a t  P ' i n  t h e  d i r e c -r
t i o n  of  P P '  ( o r  i n  t h e  i n v e r s e  d i r e c t i o n ) .  N o w  i f  t h i s  c o r r e l a t i o n  w o u l d  be  
d i f f e r e n t  f r o m  z e r o ,  i t  m u s t  h a v e  t h e  s a m e  v a l u e  f o r  a l l  d i r e c t i o n s  of  P P ' ,  
b u t  t h i s  w o u l d  m e a n  t h a t  t h e r e  w o u l d  b e  a n  a v e r a g e  r a d i a l  f l o w  of  f l u i d ,  
e i t h e r  a w a y  f r o m  P  i f  t h e  c o r r e l a t i o n  w e r e  p o s i t i v e  o r  t o w a r d s  P  i f  t h e  c o r r e ­
l a t i o n  w e r e  n e g a t i v e .  T h i s  i s  i m p o s s i b l e  w h e n  t h e r e  i s  n o  s o u r c e  o r  s i n k  a t  P .  
C o n s e q u e n t l y  w e  m u s t  c o n c l u d e  t h a t  i n  t h e  a b s e n c e  of s o u r c e s  a n d  s i n k s  t h e  
p r e s s u r e - v e l o c i t y  c o r r e l a t i o n  i s  a l w a y s  z e r o  i n  i s o t r o p i c  t u r b u l e n c e .  H e n c e :
( 7 )
86 .  T r i p l e  V e l o c i t y  C o r r e l a t i o n s .  E q u a t i o n s  f o r  t h e  b e h a v i o r  of  t h e  
d o u b l e  c o r r e l a t i o n s  a s  f u n c t i o n s  of  t h e  t i m e  c a n  b e  d e d u c e d  f r o m  t h e  h y d r o -  
d y n a m i c  e q u a t i o n s :
(8)
T h e  e q u a t i o n  r e f e r r i n g  t o  u i a t  P  i s  m u l t i p l i e d  b y  u i' ( a t  P ' ) ,  a  s i m i l a r
e q u a t i o n  f o r  u i' a t  P '  i s  m u l t i p l i e d  b y  u i , t h e  r e s u l t s  a r e  a d d e d  a n d  t h e  
m e a n  v a l u e  i s  t a k e n .  T h i s  g i v e s :
(9)
H e r e  a  n e w  t y p e  of m e a n  v a l u e  a p p e a r s ,  r e f e r r i n g  t o  p r o d u c t s  of  t h e  t h i r d  
d e g r e e .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  i n v e s t i g a t i o n  of  t r i p l e  c o r r e l a t i o n  p r o d u c t s :
(10)
w h e r e  u i a n d  u h a r e  t a k e n  a t  P  a n d  u i '  a t  P ' .
I n  t h e  c a s e  of  i s o t r o p i c  t u r b u l e n c e  t h e  t e n s o r  T i h j  c a n  b e  e x p r e s s e d  
w i t h  t h e  a i d  of  t h r e e  f u n c t i o n s  of  r ,  a s  f o l l o w s :
( 11 )
T h e  f u n c t i o n s  T I , T I I , T III  a r e  r e l a t e d  t o  t h r e e  b a s i c  t y p e s  of  t r i p l e  c o r r e ­
l a t i o n  f u n c t i o n s  d e f i n e d  b y  m e a n s  of  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m s .  ( E a c h  a r r o w  
i n d i c a t e s  a  v e l o c i t y  c o m p o n e n t ;  a  d o u b l e  a r r o w  i n d i c a t e s  a  c o m p o n e n t  
s q u a r e d  ).
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If  a g a i n  w e  t a k e  r 2 = r 3 = 0 ,  r  = r 1 , w e  h a v e :
(12)
F r o m  T ihj w e  c a n  f o r m :  
S i n c e  t h e  f i r s t  f a c t o r  i s  a  s c a l a r ,  i n d e p e n d e n t  of  d i r e c t i o n ,  t h i s  m e a n  v a l u e  
m u s t  b e  z e r o  o n  t h e  s a m e  g r o u n d s  a s  m a d e  p  u i' z e r o .  T h i s  g i v e s  a  r e l a ­
t i o n  b e t w e e n  T I , T I I , a n d  T I I I . T w o  m o r e  r e l a t i o n s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y ,  w h i c h  g i v e s :
O ne  r e l a t i o n  a p p e a r s  t o  b e  a  c o n s e q u e n c e  of  t h e  t w o  o t h e r s  a n d  a l l  t h r e e  
f u n c t i o n s  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y  m e a n s  of  a  s i n g l e  o n e .  T h e  f o l l o w i n g  f o r m  
c a n  b e  c h o s e n :
(13)
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w h e r e  θ i s  a  f u n c t i o n  of  r .  F o r  c e r t a i n  p u r p o s e s  i t  i s  u s e f u l  t o  i n t r o d u c e  
a  f u n c t i o n  T  = 10 T III  + 2 T I I I ' r  ; t h e n :
( 1 3 a )
T h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  f u n c t i o n s  k ( r ) ,  h ( r ) ,  q ( r )  i n  t e r m s  of θ a r e  a s  
f o l l o w s :
(13b)
T r i p l e  c o r r e l a t i o n  p r o d u c t s  i n  w h i c h  t w o  c o m p o n e n t s  r e f e r  t o  t h e  
p o i n t  P '  a n d  o n l y  o n e  c o m p o n e n t  t o  P ,  c a n  be  o b t a i n e d  f r o m  t h o s e  c o n ­
s i d e r e d  t h u s  f a r  b y  i n t e r c h a n g i n g  t h e  p o i n t s  P  a n d  P ' .  I n  i s o t r o p i c  t u r b u ­
l e n c e  t h e  v a l u e  of  a n y  t r i p l e  c o r r e l a t i o n  p r o d u c t  d o e s  n o t  c h a n g e  b y  t h i s  
p r o c e s s ,  p r o v i d e d  w e  s i m u l t a n e o u s l y  c h a n g e  t h e  s i g n s  of  t h e  r 1 a n d  o f  t h e  
v e l o c i t y  c o m p o n e n t s .  I t  f o l l o w s  t h a t  o n e  h a s  t h e  r e l a t i o n :
(14)
8 7 .  A  n e w  q u a n t i t y  i s  n o w  d e r i v e d  f r o m  t h e  T i h j  b y  m e a n s  of t h e  
f o r m u l a :
(15)
S i n c e  w e  h a v e :
i t  f o l l o w s  t h a t :
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(16)
w h i c h  i s  j u s t  t h e  t e r m  o c c u r r i n g  i n  E q .  (9 ) .  T h i s  e q u a t i o n  c o n s e q u e n t l y  c a n  
be w r i t t e n :
(17)
I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  m a k e  u s e  of  t h e  f o l l o w i n g  r e d u c t i o n s  B y  s u b s t i t u t ­
ing t h e  e x p r e s s i o n  (11 )  i n t o  (15 )  a n d  w o r k i n g  o u t  t h e  d i f f e r e n t i a t i o n s ,  t h e  r e - 
s u l t  i s  o b t a i n e d :
a n d  by  m a k i n g  u s e  of  (13)
H a v i n g  r e g a r d  t o  ( 1 3 a )  t h i s  c a n  a l s o  be w r i t t e n :
(18)
F r o m  f o r m u l a  (4)  o n e  o b t a i n s :
If we  w r i t e :
t h i s  r e d u c e s  to:
(19)
88.  T h e  e x p r e s s i o n s  (4 ) ,  (18)  a n d  (19 )  a l l  h a v e  the  s a m e  s t r u c t u r e  
it f o l l o w s  t h a t  e q u a t i o n  (17)  w i l l  b e  s a t i s f i e d  if:
(20)
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A n o t h e r  e q u a t i o n  c a n  be  d e d u c e d  f r o m  (17)  b y  t a k i n g  i  = j ,  w h i c h  r e ­
q u i r e s  s u m m a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  i .  A s  f o l l o w s  f r o m  (5 ) ,  t h e  f i r s t  t e r m  
of  (17 )  t h e n  b e c o m e s :  ∂ R / ∂ t .  W e f u r t h e r  w r i t e :
(21)
S i n c e :
w e  o b t a i n ;
(22)
E q u a t i o n  (20)  c a n  s t i l l  b e  t r a n s f o r m e d  b y  r e t u r n i n g  t o  t h e  n o r m a l i z e d  
c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  f ( r )  a n d  h ( r ) .  W e  h a v e :
a n d  f i n d :
(23)
T h i s  i s  t h e  f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  p r o p a g a t i o n  of  c o r r e l a t i o n ,  a s  
g i v e n  b y  v o n  K a r m a n  a n d  H o w a r t h .
8 9 . A d d i t i o n a l  R e m a r k s .  T h e  f u n c t i o n  Q ( r )  i s  a n  e v e n  f u n c t i o n  of  r ,  
w h i c h  s t a r t s  w i t h  a  t e r m  i n d e p e n d e n t  of  r .  T h e  s a m e  a p p l i e s  t o  t h e  f u n c t i o n s  
Q i ,  Q I I , R ,  a n d  a l s o  t o  f ( r )  a n d  g ( r ) .
T h e  f u n c t i o n  T ( r )  l i k e w i s e  i s  a n  e v e n  f u n c t i o n  of  r ,  w h i c h ,  h o w e v e r ,  
s t a r t s  w i t h  a  t e r m  i n  r 2 ( s e e  E q .  1 3 a ) .  T h e  f u n c t i o n  θ ( r )  i s  e v e n  a n d  s t a r t s  
w i t h  a  t e r m  i n d e p e n d e n t  of  r .  I t  f o l l o w s  f r o m  (13 )  t h a t  T I s t a r t s  w i t h  a  
t e r m  i n d e p e n d e n t  of  r ,  w h e r e a s  T II  a n d  T III  s t a r t  w i t h  t e r m s  i n  r 2 . T h e
f u n c t i o n s  k ( r ) ,  h ( r ) ,  a n d  q ( r )  a r e  o d d  f u n c t i o n s  of  r ,  w h i c h  s t a r t  w i t h
 
t e r m s  i n  r 3 .
I t  w i l l  b e  s e e n  f r o m  (18)  t h a t  T i j (0)  = 0.
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I f  w e  m u l t i p l y  E q .  (21)  t h r o u g h  w i t h  r 2 , w e  o b t a i n :
i f  r e g a r d  i s  g i v e n  t o  t h e  e x p r e s s i o n  (21 )  f o r  S a n d  t o  t h e  f o r m u l a  f o r  Δ R  i n
s p h e r i c a l  p o l a r  c o o r d i n a t e s .  I f  w e  a s s u m e  t h a t  T r 3 a n d  r 2 (∂ R / ∂ r )  v a n i s h  
f o r  r  = ∞ , i n t e g r a t i o n  g i v e s :
T h i s  i s  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  r e s u l t  p r e v i o u s l y  o b t a i n e d ,  a c c o r d i n g  to  
w h i c h
If  w e  m u l t i p l y  w i t h  r 4 , w e  o b t a i n
I n t e g r a t i o n  n o w  g i v e s :
H e n c e
i s  i n d e p e n d e n t  of t h e  t i m e .  I f  w e  e x p r e s s  R  by  m e a n s  of G  a c c o r d i n g  to  
(5 ) ,  w e  a l s o  f i n d  t h a t
(24)
i s  i n d e p e n d e n t  of  t h e  t i m e .  T h i s  i n t e g r a l  i s  c a l l e d  L o i t s i a n s k y ' s  i n v a r i a n t  
f o r  h o m o g e n e o u s  i s o t r o p i c  t u r b u l e n c e .  T h e  r e s u l t  a l s o  c a n  b e  d e d u c e d  f r o m
E q .  (23)  b y  m u l t i p l y i n g  t h i s  e q u a t i o n  b y  r 4 a n d  i n t e g r a t i n g  i t ,  s i n c e
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9 0 .  O u r  m a i n  i n t e r e s t  n o w  i s  i n  t h e  s p e c t r a l  a n a l y s i s  c o n n e c t e d  w i t h  
t h e  f u n c t i o n s  i n t r o d u c e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  p a g e s .
S i n c e  t h e  f i e l d  i s  t h r e e - d i m e n s i o n a l ,  a  t r i p l e  F o u r i e r  i n t e g r a l  i s  n e e d e d  
I n  e x t e n s i o n  of f o r m u l a  (1)  of  S e c t i o n  16 ,  w e  u s e  t h e  f o l l o w i n g  r e p r e s e n t a t i o n  
f o r  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  u i (x1, x 2 ,  x 3 ) , w h i c h  s h a l l  b e  v a l i d  w i t h i n  a  c u b i ­
c a l  r e g i o n  of  s p a c e  w i t h  s i d e s  e q u a l  t o  2 M :
(25)
I t  i s  e x p e c t e d  t h a t  n o  c o n f u s i o n  w i l l  a r i s e  t h r o u g h  t h e  u s e  of  i  = √ - 1  
a l o n g  w i t h  i a s  a n  i n d e x .  T h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  m u s t  s a t i s f y  t h e  c o n d i ­
t i o n
w h e r e  t h e  a s t e r i s k  d e n o t e s  t h e  c o m p l e x  c o n j u g a t e  f u n c t i o n .  T h e  a m p l i t u d e  
f u n c t i o n  c a n  d e p e n d  o n  t h e  t i m e ,  b u t  i t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  s t a t e  t h i s  e x ­
p l i c i t l y .  T h e r e  i s  a  f u n c t i o n  φ i c o r r e s p o n d i n g  to  e a c h  o f  t h e  t h r e e  c o m p o ­
n e n t s  u i . T h e  e q u a t i o n  of  c o n t i n u i t y  l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n  b e t w e e n  
t h e s e  f u n c t i o n s :
(26)
I n  o r d e r  t o  r e d u c e  w r i t i n g ,  w e  i n t r o d u c e  t h e  v e c t o r s  x  a n d  k ,  r e p l a c e  
k 1x1 + k 2x 2 + k 3 x 3  b y  t h e  s c a l a r  p r o d u c t  k  · x , a n d  a b b r e v i a t e  d k 1 d k 2 d k 3 
b y  d k , w r i t i n g  a  s i n g l e  i n t e g r a l  s i g n  o n l y .  F u r t h e r ,  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  
b e f o r e ,  s u m m a t i o n  s i g n s  w i l l  b e  o m i t t e d .  S u m m a t i o n  h a s  t o  b e  c a r r i e d  ou t  
e v e r y  t i m e  a n  i n d e x  i s  r e p e a t e d .  E q u a t i o n s  (25)  a n d  (26)  t h e n  b e c o m e :
( 2 5 a )
( 2 6 a )
T h e  i n v e r s e  of  ( 2 5 a )  i s  t h e  f o r m u l a :
(27)
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9 1 .  T o  o b t a i n  F o u r i e r  i n t e g r a l s  f o r  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s ,  w e  f o l ­
l o w  a s i m i l a r  p r o c e d u r e  a s  w a s  a p p l i e d  i n  S e c t i o n  17.  S i n c e  t h e  c o o r d i n a t e s  
of ?  d e t e r m i n e  t h e  v e c t o r  x  a n d  t h o s e  of  P '  t h e  v e c t o r  x  + r ,  w e  h a v e :
T o  o b t a i n  t h e  m e a n  v a l u e  w e  i n t e g r a t e  w i t h  r e s p e c t  t o  x 1 , x 2 , x 3  f r o m  - M
to  - M 1 , w h e r e  M1 >  M a n d  d i v i d e  b y  8 M 3 . T h i s  g i v e s :
w h i c h  f o r  M 1 →  ∞  t r a n s f o r m s  i n t o  ( w r i t i n g  k  f o r  k ' )  :
H e n c e  i f  w e  i n t r o d u c e :
w e  h a v e :
(28)
I n  i s o t r o p i c  t u r b u l e n c e  t h e  Γ ij f o r m  a  t e n s o r  i n  t h e  k - s p a c e  of s i m i -
l a r  n a t u r e  a s  t h e  Ci j , s o  t h a t ,  i n  a n a l o g y  w i t h  (2) :
w h e r e  A ( k )  a n d  B(k )  o n l y  d e p e n d  o n  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of  k  =
S i n c e  t h e  e q u a t i o n  of  c o n t i n u i t y  g i v e s .
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i t  i s  p o s s i b l e  t o  e x p r e s s  t h e  f u n c t i o n  A ( k )  b y  m e a n s  of  B(k )  a n d  w e  c a n  
w r i t e :
(29)
W h e n  w e  i n t r o d u c e :
w e  f in d :
S i n c e  Γ ( k ) ,  l i k e  B ( k ) ,  d e p e n d s  o n  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of  k  o n l y ,  t h i s  i n t e g r a l  
c a n  b e  t r a n s f o r m e d  b y  i n t r o d u c i n g  p o l a r  c o o r d i n a t e s  i n t o  t h e  k - s p a c e ,  u s i n g  
t h e  d i r e c t i o n  of  t h e  v e c t o r  r  a s  p o l a r  a x i s .  I f  υ  i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  
v e c t o r  k  a n d  t h e  v e c t o r  r ,  w e  h a v e  k · r  = k r  c o s  υ ; f o r  d k  w e  s u b s t i t u t e  
2 π k 2 s i n  υ  d k ,  a n d  o b t a i n :
(30)
I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  w r i t e :
s o  t h a t :
( 3 0 a )
F o r  r  = 0 t h i s  r e d u c e s  to :
(30b )
S i n c e  R(0 )  i s  e q u a l  t o  t h e  m e a n  s q u a r e  v a l u e  of t h e  a b s o l u t e  v e l o c i t y  a n d  
t h u s  a p a r t  f r o m  a  f a c t o r  1/2 m e a s u r e s  t h e  m e a n  k i n e t i c  e n e r g y  p e r  u n i t  v o l ­
u m e ,  t h i s  f o r m u l a  g i v e s  t h e  s p e c t r a l  r e s o l u t i o n  of  t h e  k i n e t i c  e n e r g y ,  i n  t h e  
s e n s e  t h a t  F ( k )  d k  r e p r e s e n t s  t h e  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  k i n e t i c  e n e r g y ,  d e r i v e d  
f r o m  h a r m o n i c  c o m p o n e n t s  w i t h  a n  a b s o l u t e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  k  ( w a v e l e n g t h  
2 π / k ) .
F r o m  t h e  t h e o r y  of  F o u r i e r  i n t e g r a l s  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  i n v e r s e  of  ( 3 0 a )  
i s  :
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( 3 0 c )
T o  o b t a i n  t h e  s p e c t r a l  r e s o l u t i o n  of t h e  k i n e t i c  e n e r g y  f o r  a  s i n g l e  
c o m p o n e n t ,  w e  o b s e r v e  t h a t  a c c o r d i n g  to  (2 9 ) :
w h e r e S i n c e w e  h a v e  k "  d k "  = k  d k  f o r
c o n s t a n t  k 1 . H e n c e  i f  w e  w r i t e :
(31)
w e  f in d :
( 3 1 a )
T h i s  i s  o f t e n  d e n o t e d  a s  t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  o r  T a y l o r - 
s p e c t r u m .
We f i n a l l y  o b s e r v e :
(32)
9 2 .  A  c a l c u l a t i o n  s i m i l a r  t o  t h e  o n e  a p p l i e d  f o r  o b t a i n i n g  Γ i j  g i v e s :
W e w r i t e  k '  + k "  = k ;  h e n c e  k "  = k  -  k '  ; t h e  i n t e g r a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  d k '  
a n d  d k "  c a n  t h e n  b e  r e p l a c e d  b y  o n e  w i t h  r e s p e c t  t o  d k  a n d  d k '  .
In  t h i s  w a y  w e  o b t a i n :
(33)
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w h e r e :
( 3 3 a )
We s h a l l  a l s o  w r i t e :
(34)
t h e n :
In  o r d e r  t o  b e  a b l e  t o  e x p r e s s  S = T ii b y  m e a n s  of  a  F o u r i e r  i n t e g r a l ,  w e  
m u s t  f o r m :
(35)
T h i s  i s  a  f u n c t i o n  of  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  of  k  o n l y .  H e n c e  w e  o b t a i n :
(36)
w i t h
( 3 6 a )
T h e  i n v e r s e  f o r m u l a  of (36)  i s :
(36b )
F o r  r  = 0 w e  h a v e  S (0)  = 0; h e n c e  i t  f o l l o w s  f r o m  (36)  t h a t
( 3 6 c )
9 3 .  W e c a n  n o w  t r a n s l a t e  E q .  (22)  i n t o  a  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  q u a n t i t i e s  
F ( k )  a n d  w ( k ) ,  a s  f o l l o w s :
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(37)
T h i s  e q u a t i o n  i s  a n  a n a l o g u e  of  E q .  (49 )  g i v e n  i n  S e c t i o n  71 f o r  t h e  s i m p l e  
m a t h e m a t i c a l  m o d e l ,  t h e  f u n c t i o n  -  w (k )  p l a y i n g  t h e  p a r t  of  k ψ o c c u r r i n g  
i n  ( 4 9 ) .  I t  i s  o f t e n  g i v e n  i n  a n  i n t e g r a t e d  f o r m ,  w i t h  l i m i t s  0 a n d  k .  W e 
s h a l l  w r i t e :
t h e n :
(38)
T h i s  e q u a t i o n  i s  a n  a n a l o g u e  of E q .  (50)  of  S e c t i o n  71 (p . 155 ) .  I t  i s  a l s o  a n  
a n a l o g u e  of  E q .  (69)  of S e c t i o n  80 (p . 169 ) ,  p r o v i d e d  t h e  t e r m  w i t h  t h e  f a c t o r  
U / 2  i s  o m i t t e d .  T h e  l e f t - h a n d  s i d e  of  E q .  (38)  g i v e s  t h e  c h a n g e  of e n e r g y  
( a p a r t  f r o m  t h e  f a c t o r  l / 2 )  a s s o c i a t e d  w i t h  h a r m o n i c  c o m p o n e n t s  of w a v e  
n u m b e r s  n o t  e x c e e d i n g  k  ( w a v e l e n g t h  *  2 π / k ) .  T h e  s e c o n d  t e r m  on  t h e  
r i g h t - h a n d  s i d e  g i v e s  t h e  l o s s  of  e n e r g y  f r o m  t h i s  p a r t  of  t h e  s p e c t r u m  
t h r o u g h  v i s c o u s  d e c a y ;  t h e  f i r s t  t e r m  g i v e s  t h e  l o s s  f r o m  t h i s  p a r t  of  t h e  
s p e c t r u m  t h r o u g h  i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  r e s t  of  t h e  s p e c t r u m .  I t  i s  e v i d e n t  
f r o m  i t s  d e f i n i t i o n  t h a t  W (0)  = 0,  b u t  w e  h a v e  a l s o  p r o v e d  t h a t  W v a n i s h e s  
a t  i n f i n i t y  ( s e e  3 6 c ) .
E q u a t i o n  (38)  f o r m s  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  f o r  c e r t a i n  d e d u c t i o n s  b y  
H e i s e n b e r g  a n d  b y  v o n  K a r m a n  a n d  o t h e r s ,  w h o  a l l  m a k e  u s e  of  t h e  h y ­
p o t h e s i s  t h a t  W (k)  m a y  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a n  e x p r e s s i o n  c o n s i s t i n g  of  t h e  
p r o d u c t  of  t w o  i n d e p e n d e n t  i n t e g r a l s ,  a s  f o l l o w s :
We s h a l l  n o t  e n t e r  i n t o  t h e s e  c o n s i d e r a t i o n s  s i n c e  t h e y  h a v e  b e e n  t r e a t e d  
v e r y  f u l l y  i n  t h e  l i t e r a t u r e .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  m o d e l  
s y s t e m ,  t h a t  i s ,  t h e  i n t e g r a l  -
o c c u r r i n g  i n  E q .  (50 )  of  p a g e  155 c a n  b e  b r o u g h t  i n t o  t h e  f o r m
- 1 9 1 -
of a  d o u b le  i n t e g r a l  of th e  f o l l o w i n g  t y p e :
I t  w i l l  be s e e n  t h a t  t h i s  h a s  a  c h a r a c t e r  d i f f e r i n g  f r o m  t h a t  a s s u m e d  by  
H e i s e n b e r g .
If f o l l o w s  f r o m  (26a)  t h a t  w(k) v a n i s h e s  w h e n e v e r  the  v e c t o r s  k ' a n d  
k  h a v e  the  s a m e  d i r e c t i o n ,  w h i c h  e n t a i l s  t h a t  a l s o  k  -  k '  w i l l  h a v e  t h a t  
s a m e  d i r e c t i o n .  ( R e m a r k  m a d e  by  D r .  Ch .  M .  T c h e n  i n  W a s h i n g t o n . )  T h e  
f u n c t i o n  w(k) v a n i s h e s  l i k e w i s e  w h e n  the  s c a l a r  p r o d u c t  of th e  c o m p l e x  q u a n ­
t i t i e s  φ(k ' )  a n d  φ ( - k )  i s  z e r o .
I t  c a n  be a t t e m p t e d  to  f i n d  a  c o n d i t i o n ,  a n a l o g o u s  to  E q .  (72) of  S e c t i o n  
81 (p . 171 ), w h i c h  m i g h t  e n s u r e  t h a t  the  t e r m s  of the  h i g h e s t  d e g r e e  in  k 
w i l l  c a n c e l  i n  (37).  O w ing  to  the  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s t r u c t u r e  of th e  f o r m u l a s ,  
th e  r e s u l t  i s  m o r e  c o m p l i c a t e d .  A  p o s s i b l e  f o r m u l a t i o n  s e e m s  to  b e :
m e a n  v a l u e  f o r  a l l  
d i r e c t i o n s  of the  
v e c t o r  k ' ,  t h e  a b s o ­
lu te  v a l u e  of k '  r e ­
m a i n i n g  c o n s t a n t
of
s h o u l d  be  e q u a l  to
f o r  a  g i v e n  v e c t o r  k ,  of a r b i t r a r y  d i r e c t i o n  a n d  m a g n i t u d e ,  p r o v i d e d  the  
a b s o l u t e  v a l u e s  | k ' | a n d  | k -  k ' |  b o th  e x c e e d  a f i x e d  n u m b e r  K.
T h e  a p p e a r a n c e  of  k2 i n  the  d e n o m i n a t o r  of the  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  
c o n n e c t e d  w i t h  the  c i r c u m s t a n c e  t h a t  φ h a s  the  d i m e n s i o n s
( v e l o c i t y )  · ( l e n g th )3 .
- i  -
B i b l i o g r a p h i c a l  R e f e r e n c e s  
( P r o v i s i o n a l  L i s t )
C h a p t e r  I
A s  b o o k s  a n d  p a p e r s  t r e a t i n g  t u r b u l e n c e  f r o m  a  g e n e r a l  p o i n t  of  v i e w ,  
w e  m e n t i o n :
R e y n o l d s ,  O. , O n  t h e  D y n a m i c a l  T h e o r y  of I n c o m p r e s s i b l e  V i s c o u s  F l u i d s  
a n d  t h e  D e t e r m i n a t i o n  of  t h e  C r i t e r i o n .  P h i l o s . , T r a n s .  R o y .  S o c . , 
L o n d o n ,  A ,  186 ,  ( 1 8 9 5 )  p p .  1 2 3 - 1 6 4 .
G o l d s t e i n ,  S. , M o d e r n  D e v e l o p m e n t s  i n  F l u i d  D y n a m i c s  ( O x f o r d  1 9 3 8 ) ,  i n  
p a r t i c u l a r  V o l .  I ,  C h a p t e r  V ,  p p .  1 9 1 - 2 3 3 .
A g o s t i n i ,  L .  e t  B a s s ,  J . , L e s  T h é o r i e s  d e  l a  T u r b u l e n c e .  P u b l i c .  S c i e n t . 
e t  T e c h n .  M i n i s t e r e  d e  l ' A i r ,  N o .  237  ( P a r i s  1 9 5 0 ) .
v o n  N e u m a n n ,  J . ,  R e c e n t  T h e o r i e s  of  T u r b u l e n c e . P r i n c e t o n ,  N .  J .
v o n  K a r m a n ,  T h .  I n t r o d u c t o r y  R e m a r k s  o n  T u r b u l e n c e .  P r o c e e d i n g s  of
t h e  S y m p o s i u m  on  t h e  M o t i o n  of  G a s e o u s  M a s s e s  of  C o s m i c a l  D i m e n ­
s i o n s ,  C h a p .  19 ( P a r i s  1 9 4 9 ) .  ( T o  b e  p u b l i s h e d  b y  t h e  C A D O . )
B a t c h e l o r ,  G .  K . ,  T h e  T h e o r y  of  H o m o g e n e o u s  T u r b u l e n c e .  C a m b r i d g e  
U n i v e r s i t y  P r e s s  ( 1 9 5 3 ) .
A  m o d e r n  b o o k  o n  p r o b a b i l i t y  t h e o r y  i s :
F e l l e r ,  W., A n  I n t r o d u c t i o n  t o  P r o b a b i l i t y  T h e o r y  a n d  i t s  A p p l i c a t i o n s .  
V o l  I, W i l e y ,  N e w  Y o r k ,  ( 1 9 5 0 ) .
C h a p t e r  I I
S e c t i o n  1 0 :
T a y l o r ,  G .  I . , D i f f u s i o n  b y  C o n t i n u o u s  M o v e m e n t s .  P r o c .  L o n d o n  M a t h .  
S o c .  (2)  2 0 ,  ( 1 9 2 2 )  p p .  1 9 6 - 2 1 2 .
R i c h a r d s o n ,  L .  F . , T r a n s a c t i o n s  R o y .  S o c .  L o n d o n  A ,  V o l . 221 ( 1 9 2 1 )  p . 1.
S e c t i o n  11 :
T h e  i d e a  of  m e a n  v a l u e s  of  p r o d u c t s  of  q u a n t i t i e s  r e f e r r i n g  to  d i f f e r e n t  
p o i n t s  i n  s p a c e  a n d  d i f f e r e n t  i n s t a n t s  of  t i m e ,  a s  i n d i c a t e d  i n  a  g e n e r a l  f o r m  
b y  f o r m u l a  (7 ) ,  w a s  i n t r o d u c e d  f o r  t h e  f i r s t  t i m e  b y  K e l l e r ,  L .  a n d  
F r i e d m a n n ,  A .  A .
P r o c .  F i r s t  I n t e r n .  C o n g r e s s  of  A p p l i e d  M e c h a n i c s ,  D e l f t ,  ( 1 9 2 4 )  p p .  3 9 5 - .
A l s o  M i l l i o n s h t c h i k o v ,  C . R . ,  A c a d .  S c i .  URSS X X II ,  231 ( 1 9 3 9 ) .
- i i  -
S e c t i o n  1 2:
T a y l o r ,  G .  I . ,  S t a t i s t i c a l  T h e o r y  of  T u r b u l e n c e ,  P a r t s  I - V ,  P r o c .  R o y .
S o c . ,  L o n d o n  A  151 ( 1 9 3 5 ) ,  p p .  4 2 1 - 4 7 8  a n d  A  156  ( 1 9 3 6 ) ,  p p .  3 0 7 - 3 1 7 .
S e c t i o n  14:
I n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  p r o b l e m  m e n t i o n e d  i n  t h e  " A d d i t i o n a l  R e m a r k "  
s e e  F r e n k i e l ,  C .  N . , C o m p a r i s o n  b e t w e e n  s o m e  T h e o r e t i c a l  a n d  E x p e r i -  
m e n t a l  R e s u l t s  on  t h e  D e c a y  of  T u r b u l e n c e ,  P r o c .  V I I t h  I n t e r n .  C o n g r e s s  of 
A p p l i e d  M e c h a n i c s ,  L o n d o n  ( 1 9 4 8 ) .
A p p e n d i x  t o  C h a p t e r  I I
C e r t a i n  p r o p e r t i e s  of  s t a t i s t i c a l  s y s t e m s  of  t h e  t y p e  c o n s i d e r e d  a r e  
t r e a t e d  by :
U h l e n b e c k ,  G .  a n d  W a n g ,  M .  C . , O n  t h e  T h e o r y  of  t h e  B r o w n i a n  M o v e m e n t  
I I ,  R e v i e w s  of  M o d e r n  P h y s i c s  17 ( 1 9 4 5 ) ,  p p .  3 2 3 - 3 4 2 .
R i c e ,  S .  O., M a t h e m a t i c a l  A n a l y s i s  of  R a n d o m  N o i s e .  B e l l  S y s t e m  T e c h n i -  
c a l  J o u r n a l  23  ( 19 4 4 ) ,  p p .  2 8 2 - 3 3 2 ,  a n d  24 ( 1 9 4 5 ) ,  p p .  4 6 - 1 5 6 .
C h a p t e r  I I I
S e c t i o n  1 5 : T h e  m e t h o d  of  d e f i n i n g  m e a n  v a l u e s  w i t h  t h e  a i d  of  a  s e t  of  
d o m a i n s  of  d e c r e a s i n g  m a g n i t u d e s  i s  u s e d  v e r y  o f t e n  a s  a  m e a n s  t o  o b t a i n  
a  s e r i e s  of  p i c t u r e s  of  i n c r e a s i n g  a p p r o x i m a t i o n  of  a  g i v e n  f i e l d .  A s  a n  
e x a m p l e  w e  m e n t i o n :
v o n  W e i z s ä c k e r ,  C .  F . , D a s  S p e k t r u m  d e r  T u r b u l e n z  b e i  g r o s s e n  R e y n o l d -  
s s c h e n  Z a h l e n ,  Z e i t s c h r .  f .  P h y s i k  124  ( 1 9 4 8 ) ,  p p .  6 1 4 - 6 2 7 .
S e c t i o n  16:
T a y l o r ,  G .  I . , T h e  S p e c t r u m  of  T u r b u l e n c e ,  P r o c .  R o y .  S o c .  L o n d o n ,  A  
164  ( 1 9 3 8 ) ,  p p .  4 7 6 - 4 9 0 .
W i e n e r ,  N . ,  T h e  F o u r i e r  I n t e g r a l  a n d  C e r t a i n  of  i t s  A p p l i c a t i o n s ,  C a m b r i d g e ,  
T h e  U n i v e r s i t y  P r e s s  ( 1 9 3 3 ) .
S e c t i o n  19:  T h e  i d e a  of  m a k i n g  a  F o u r i e r  a n a l y s i s  r e p e a t e d l y  o v e r  a  s e t  of  
c o n s e c u t i v e  p e r i o d s  o c c u r s  in :
U h l e n b e c k ,  G .  a n d  W a n g ,  M .  C . , O n  t h e  T h e o r y  of t h e  B r o w n i a n  M o v e m e n t  
I I ,  R e v i e w s  of  M o d e r n  P h y s i c s  17 ( 1 9 4 5 )  p . 328 .
- i i i -
C h a p t e r  I V
S e c t i o n  20:  In  p r e p a r i n g  S e c t i o n s  2 0 - 2 2 ,  u s e  h a s  b e e n  m a d e  of t h e  f o l l o w ­
i n g  r e p o r t :
L i e p m a n n ,  H.  W., L a u f e r ,  J .  a n d  L i e p m a n n ,  K a t e  - O n  t h e  S p e c t r u m  of
I s o t r o p i c  T u r b u l e n c e ,  G u g g e n h e i m  A e r o n .  L a b . , C a l i f .  I n s t . of  T e c h . , 
P a s a d e n a ,  C a l i f . , N A C A  C o n t r a c t  N A w  -  5 6 3 2 .
D r y d e n ' s  f o r m u l a  o c c u r s  in :
D r y d e n ,  H .  L . , A  R e v i e w  of  t h e  S t a t i s t i c a l  T h e o r y  of  T u r b u l e n c e .  Q u a r t .  
A p p l . M a t h .  1 ( 1 9 4 3 ) ,  p p .  35 -
S e c t i o n  22:
T o w n s e n d ,  A .  A .  C o r r e l a t i o n  D e r i v a t i v e s  i n  I s o t r o p i c  T u r b u l e n c e .  P r o c .  
C a m b r i d g e  P h i l o s .  S o c .  43  ( 1 9 4 7 ) ,  p . 5 6 0 .
B a t c h e l o r ,  G .  K .  R e c e n t  D e v e l o p m e n t  i n  T u r b u l e n c e  R e s e a r c h ,  P r o c .  V I I th  
I n t e r n .  C o n g r .  of  A p p l i e d  M e c h a n i c s ,  L o n d o n  ( 1 9 4 8 ) .
B a t c h e l o r ,  G .  K .  N o t e  on  T u r b u l e n t  F r e e  F l o w s ,  J o u r n .  A e r o n .  S c i e n c e s  
17 ( 1 9 5 0 ) ,  p p .  4 4 1 - 4 4 5 .
S e c t i o n  23:
K a l i n s k e ,  A .  A .  a n d  P i e n ,  C .  L .  E x p e r i m e n t s  o n  E d d y  D i f f u s i o n  a n d  S u s -  
p e n d e d  M a t e r i a l  T r a n s p o r t a t i o n  i n  O p e n  C h a n n e l s ,  T r a n s .  A m e r .  
G e o p h .  U n i o n  1 9 4 3 ,  P a r t  I I ,  p p .  5 3 0 - 5 3 5 .  A l s o :  E d d y  D i f f u s i o n , 
I n d u s t r .  a n d  E n g i n .  C h e m i s t r y  36 ( 1 9 4 4 ) ,  p p .  2 2 0 - 2 2 3 .
S e c t i o n s  26  - 27:
B e t c h o v ,  R .  L ' A n a l y s e  S p e c t r a l e  d e  l a  T u r b u l e n c e ,  P r o c .  A c a d .  S c i e n c e s  
A m s t e r d a m  51 ( 1 9 4 8 ) ,  p p .  1 0 6 3 - 1 0 7 2 .
B u r g e r s ,  J .  M .  S p e c t r a l  A n a l y s i s  of  a n  I r r e g u l a r  F u n c t i o n ,  P r o c .  A c a d .  
S c i e n c e s  A m s t e r d a m  51 ( 1 9 4 8 ) ,  p p .  1 0 7 3 - 1 0 7 6 ,  a n d  1 2 2 2 - 1 2 3 1 .
C h a p t e r  V
S e c t i o n  28:
T c h e n ,  C .  M . ,  M e a n  V a l u e  a n d  C o r r e l a t i o n  P r o b l e m s  C o n n e c t e d  w i t h  t h e  
M o t i o n  of  S m a l l  P a r t i c l e s  S u s p e n d e d  i n  A  T u r b u l e n t  F l u i d ,  T h e s i s  
D e l f t  1947 ( D e n  H a a g  1 9 4 7 ) ,  C h a p t e r  I V ,  p p .  7 2 - 8 5 .
F o r  t h e  o r i g i n a l  d e d u c t i o n  of  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  n o n u n i f o r m  m o t i o n  of  a  
s p h e r e  a t  v e r y  s m a l l  R e y n o l d s  n u m b e r s ,  s e e :
- i v -
B a s s e t ,  A .  B . , A  T r e a t i s e  o n  H y d r o d y n a m i c s  ( C a m b r i d g e  1888 ) ,  V o l .  II 
C h a p t e r  V ;
B o u s s i n e s q ,  J . ,  T h é o r i e  A n a l y t i q u e  d e  l a  C h a l e u r  ( P a r i s  1 9 0 3 ) ,  V o l .  I I , 
p p .  2 2 4 - ;
O s e e n ,  C .  W., H y d r o d y n a m i k  ( B e r l i n  1 9 2 7 ) ,  p p .  132 -
S e c t i o n  30:
B u r g e r s ,  J .  M . , D i s k u s s i o n s b e m e r k u n g  z u m  V o r t r a g  v o n  L .  P r a n d t l , i n  
G i l l e s - H o p f  -  K a r m a n ,  V o r t r ä g e  a u s  d e m  G e b i e t e  d e r  A e r o d y n a m i k  
u n d  v e r w a n d t e r  G e b i e t e ,  A a c h e n  1929  ( B e r l i n  19 3 0 ) ,  p p .  1 - 1 0 .
S e c t i o n  34:
K n a p p ,  R .  T . , E n e r g y - B a l a n c e  i n  S t r e a m f l o w s  C a r r y i n g  S u s p e n d e d  L o a d ,  
T r a n s .  A m e r .  G e o p h .  U n i o n ,  1 9 t h  A n n .  M e e t i n g ,  A p r i l  1 9 3 8 ,  p p .  5 0 1 -  
5 0 5 .
V a n o n i ,  V .  A . , T r a n s p o r t a t i o n  of S u s p e n d e d  S e d i m e n t  i n  W a t e r ,  T r a n s .  
A m e r .  S o c .  C i v i l  E n g r s .  111 ( 1 9 4 6 ) ,  p p .  6 7 - 1 3 3 .
S e c t i o n  37;
G o l d s t e i n ,  S. , M o d e r n  D e v e l o p m e n t s  i n  F l u i d  D y n a m i c s  ( O x f o r d  1 9 3 8 ) ,  
V o l . 1, p p .  2 2 9 - 2 3 2 ,  a n d  t h e  p a p e r s  b y  L .  F .  R i c h a r d s o n ,  P r a n d t l , 
T a y l o r ,  J a c o b s e n  a n d  G o l d s t e i n  t h e r e  q u o t e d .
V a n o n i ,  V.  A . , T r a n s p o r t a t i o n  of S u s p e n d e d  S e d i m e n t  i n  W a t e r .  T r a n s .  
A m e r .  S o c .  C i v i l  E n g r s .  111 ( 1 9 4 6 ) ,  p p .  6 7 - 1 3 3 .
S e c t i o n  4 0 :  A n  a c c o u n t  of m i x i n g  l e n g t h  t h e o r i e s  w i t h  r e f e r e n c e s  t o  t h e  
l i t e r a t u r e  i s  g i v e n  by :
G o l d s t e i n ,  S . , M o d e r n  D e v e l o p m e n t s  i n  F l u i d  D y n a m i c s ,  ( O x f o r d  1938 ) ,  
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of  t h e  S t a t i s t i c a l  T h e o r y  of  F r e e  T u r b u l e n c e ,  P r o c .  A c a d .  S c i e n c e s  
A m s t e r d a m  4 3  ( 1 9 4 0 ) ,  f o o t n o t e  p p .  1 1 - 1 2 .
F o r  t h e  e q u a t i o n s  of  m o t i o n  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  s e e  :
G o l d s t e i n ,  S . , / Modern D e v e l o p m e n t s  i n  F l u i d  D y n a m i c s  ( O x f o r d  1 9 3 8 ) ,  V o l .  I, 
p p .  1 0 3 - 1 0 4 .
S e c t i o n  4 8 :
G o l d s t e i n ,  S . , M o d e r n  D e v e l o p m e n t s  i n  F l u i d  D y n a m i c s  ( O x f o r d  1 9 3 8 ) ,  
V o l .  I , p p .  2 0 5 - 2 1 4 ,  w h e r e  a l s o  r e f e r e n c e s  t o  T a y l o r ' s  w o r k  h a v e  
b e e n  g i v e n .
S e c t i o n  4 9 :  A  s u m m a r y  o f  t h e  i n v e s t i g a t i o n s  o n  t h e  s t a b i l i t y  of  l a m i n a r  
m o t i o n  h a s  b e e n  g i v e n  by :
L i n ,  C .  C . , O n  t h e  S t a b i l i t y  of  T w o - D i m e n s i o n a l  P a r a l l e l  F l o w ,  Q u a r t .  
A p p l . M a t h .  3 ( 1 9 4 5 - 4 6 ) ,  p p .  1 1 7 - 1 4 2 ,  2 1 8 - 2 3 4 ,  2 7 7 - 3 0 1 .
C h a p t e r  V I I
T h e  f o l l o w i n g  p u b l i c a t i o n s  h a v e  a p p e a r e d  on  t h e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l :
- v i -
B u r g e r s ,  J .  M . , M a t h e m a t i c a l  E x a m p l e s  I l l u s t r a t i n g  R e l a t i o n s  O c c u r r i n g  
i n  t h e  T h e o r y  of T u r b u l e n t  F l u i d  M o t i o n ,  V e r h a n d .  K o n .  N e d e r l . 
A k a d e m i e  v . W e t e n s c h . , A m s t e r d a m ,  A f d .  N a t u u r k .  (1 s t  S e c t . ) ,
V o l .  XV II ,  ( 1 9 3 9 )  N o .  2 ( p p .  1 - 5 3 . )
B u r g e r s ,  J .  M . , A p p l i c a t i o n  of  A  M o d e l  S y s t e m  t o  I l l u s t r a t e  s o m e  P o i n t s  
of  t h e  S t a t i s t i c a l  T h e o r y  of  F r e e  T u r b u l e n c e .  P r o c .  A c a d .  S c i e n c e s  
A m s t e r d a m  43  ( 1 9 4 0 ) ,  p p .  1 - 1 2 .
B u r g e r s ,  J .  M . , A  M a t h e m a t i c a l  M o d e l  I l l u s t r a t i n g  t h e  T h e o r y  of  T u r b u l e n c e ,  
( A c a d e m i c  P r e s s ) .  R e c e n t  A d v a n c e s  i n  A p p l i e d  M e c h a n i c s ,  V o l . 1 , 
( 1 9 4 8 ) ,  p p .  1 7 1 - 1 9 9 .
B u r g e r s ,  J .  M . , C o r r e l a t i o n  P r o b l e m s  i n  a  O n e - D i m e n s i o n a l  M o d e l  of  
T u r b u l e n c e :
I .  V o l .  5 3 ,  N o .  3 ,  ( 1 9 5 0 )  p p .  2 4 7 - 2 6 0 .
II .  V o l .  5 3 ,  N o .  4 ,  ( 1 9 5 0 )  p p .  3 9 4 - 4 0 6 .
II I .  V o l .  5 3 ,  N o .  5 ,  ( 1 9 5 0 )  p p .  7 1 8 - 7 3 1 .
IV .  V o l .  53 ,  N o .  6 ,  ( 1 9 5 0 )  p p .  7 3 2  - 7 4 2 .
K o n i n k j i j k e  N e d e r l a n d s e  A k a d e m i e  v a n  W e t e n s c h a p p e n .  P r o c .  A c a d e m y  
of  S c i e n c e s , A m s t e r d a m .
C h a p t e r  V I I I
R o b e r t s o n ,  H . , T h e  I n v a r i a n t  T h e o r y  of  I s o t r o p i c  T u r b u l e n c e ,  P r o c .  C a m -  
b r i d g e  P h i l o s .  S o c .  o n  t h e  a p p l i c a t i o n  of  t e n s o r  a n a l y s i s ,  ( 1 9 4 0 )
V o l .  36 ,  p . 2 0 9 .
B a t c h e l o r ,  G .  K . , P r o c .  R o y .  S o c .  L o n d o n ,  A .  195 ( 1 9 4 9 )  PP .  5 1 3 - 5 3 2 .
H e i s e n b e r g , P r o c .  R o y .  S o c .  L o n d o n ,  A ,  195 ( 1 9 4 8 )  p p .  4 0 2 - 4 0 6 .
O n s a g e r ,  L . , S t a t i s t i c a l  H y d r o d y n a m i c s  I l n u o v o  C i m e n t o ,  S e r .  I X  6 
( 1 9 4 9 ) ,  p . 2 7 9 .
O n s a g e r ,  L . , P h y s .  R e v .  68  ( 1 9 4 5 )  p . 2 8 6  ( a b s t r a c t  o n l y ) .
B a t c h e l o r ,  G .  K .  a n d  T o w n s e n d ,  A .  A . , P r o c .  R o y . S o c .  (A)  L o n d o n ,  194 ,  
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( 1 9 4 8 ) ,  pp. 5 3 9 - 5 5 8 .
B a t c h e l o r ,  G .  K .  a n d  T o w n s e n d ,  A .  A . , P r o c .  R o y . S o c . , L o n d o n ,  V o l .  199 ,  
( 1 9 4 9 ) ,  p p .  2 3 8 - 2 5 5 .
K o l m o g o r o f f ,  A .  N . , C .  R .  ( D o k l a d y )  A c a d .  Sc i .  U . R . S . S .  X X X  N o .  9 ,  
( 1 9 4 1 ) ,  pp.  3 01 - 3 0 5 .
K o l m o g o r o f f ,  A .  N . , C .  R .  ( D o k l a d y )  A c a d .  S c i .  U . R . S . S .  X X X I  N o .  6,
( 1 9 4 1 ) ,  p. 538.
K o l m o g o r o f f ,  A .  N . , C .  R .  ( D o k l a d y )  A c a d .  Sc i .  U . R . S . S .  X X X I I  N o .  1 , 
( 1 9 4 1 ) ,  pp.  16 - 18.
T a y l o r ,  G . I . , s e e  S e c t i o n s  10 ,  12,  a n d  1 6  - P a p e r s  b y  v o n  K ä r m a n ,  T h .  
a n d  H o w a r t h ,  P r o c .  R o y .  S o c . ,  ( A )  164 ,  4 9 2  ( 1 9 3 8 ) .

